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ABSTRACT

Verification of the accuracy of numerical solutions and validation of mathematical models is possible
only if the mathematical models meet certain technical requirements. The formulation of these requirements
is of later origin than the infrastructure of the finite element programs commonly used in engineering prac-
tice. Consequently controlling the numerical errors of the traditional finite element models is often impossi-
ble and validation is possible only within narrow limits. The methods of numerical simulation are essential
Jor mechanical engineering calculations. '

OSSZEFOGLALO

Numerikus szimuldcick irdnyitdsa és ellendrzése csak akkor lehetséges, ha a szimuldciéban haszndla-
fos matematikai modellek kielégitenek bizonyos feltételeket. Ezen feltételek megfogalmazdsa késébbi eredetd,
mint a mérndki gyakorlatban dltaldnosan haszndlt végeselem programok infrastruktirdja. Ebbdl az kivetke-
zik, hogy a hagyomdnyos végeselem modellek numerikus hibdinak ellendrzése gyakran lehetetlen és a model-
lek érvényesitése (validation) csak szitk keretek kizétt leheiséges. A gépészmérnoki gyakorlathan a[apvez‘oen
Jfontos szildrdsdgtani szamitdsokhoz a numerikus szimuldcié médszerei sziikségesek.
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1. BEVEZETES

Numerikus szimuldcidk kozéppontjdban &ltaldban egy varidcids forméba Sntott matematikai probléma
all. A matematikai probléma egzakt megolddsat numerikus moédszerekkel, leggyakrabban a végeselem mdd-
szerrel kozelltjitk. A keresett mennyiségeket {quantities of interest, rovi iditve Qol) a kdzelitéd megol 1d4sbdl
szamitjuk ki, A kozelités hibai fuggenek attdl, hogy a matematikai problémét hogyan diszkretizaltuk, vala-
mint a (gwi meghatdrozasinak modjatol. Amennyiben a kozelités hibai az elfogadhaténak tekinthetd hibdknal
nagyobbak, akkor a diszkretizacion véltoztatni kell, vagy egy automatizalt adaptiv folyamattal vagy valami
més modon,

A numerikus hibak ellenérzése és kezelése alapvetSen fontos a mémoki gyakorlatban, Vegyiik példdul
a tervezés alapvetd problémajat:
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link, ismerniink kell a numerikus hiba méretét, amit 7 ~ val jeldlink:
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A tervezésben és annak ellenérzésében a legkedvezétienebb eshet6séget kell figyelembe venni, ami az

F .. alabecslését jelenti
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amibol kdvetkezik, hogy a tervezés (1) szabélyai szerint igazolni kell, hogy az
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egyenlOtlenség fenndll. A fentiek két fontos megfigyelésre vezetnek: (1) a numerikus hiba nagysiganak
‘megbizhat6 becslése nélkiil nem lehet egy tervezést igazolni, és (2) a numerikus hibak a redjuk vonatkozo
- megengedett érték csokkentésével befolydsoljdk a tervezett targy méreteit. Altaldban sokkal gazdasidgosabb
~ annak biztositdsa, hogy 1t értéke elhanyagolhatéan kicsi legyen, mint elfogadni a csokkentett F, értékek
hasznalatabdl eredd kovetkezményeket. '

2. VEGESELEMES MODELLEZES ES NUMERIKUS SZIMULACIO

Gyakran taldlkozunk a végeselemes modellezés és a numerikus szimuldcié osszetévesztésével. Szak-
_emberek sokszor numerikus szimuldciérdl beszélnek, de valdjdban végeselemes modellezésre gondolnak.
 Fontos ezért a kettd kdzotti kiilonbséget tisztaznunk.

Matematikai modell alatt egy transzformdcidt értiink, amely éatalakit egy fizikai valdsag lefrdséhoz
zitkséges adathalmazt, amit D - vel jelolink, egy masik adathalmazba, amit F - el jeloliink (ez az elébb

- mér definidlt Qol). Az atalakitds egy fizikai valosagrol alkotott kép pontos leirdsén alapszik, amit I - vel
 jeldlink (idea of reality):

D,I)>F (3)

ahol a nyil a transzforméciét, vagyis a matematikai modellt jelenti, amely lehetévé teszi a fizikai jelenségek
eléfordulasanak vagy el6forduldsuk valdszintiségének elbjelzését. A numerikus szimuldcid intuitiv volta a
matematikai modellek megfogalmazéasara korlatozédik, mig szdmszerl megoldasuk az alkalmazott matema-
 tika jolismert és részletesen kidolgozott eljardsait foglalja magédban.

A matematikai modellek fliggetlenek attol, hogy milyen médszert valasztunk numerikus megoldasuk-
- ra. Ez teszi lehetdvé a matematikai modellek megfogalmazédsaval és szdmszerli kozelitésével kapcsolatos
 hibak kiilonallo kezelését. Az 1. dbra a numerikus szimuldciok folyamatét dbrazolja.
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valdsag modell : megoldas v | Eldjeizés
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kép pontos megfogalmazésa becslése
i 1. dbra

A numerikus szimuldcid sematikus dbrdzoldsa

A 2. dbra a végeselemes modellezés folyamatat dbrazolja. Osszevetve az elsé és masodik abrat az
 alapvet0 kiilonbség az, hogy a végeselem modell esetében az egzakt megoldas altal meghatérozott Qol (F)

Iétezése nem sziikségképpen bizonyitott. Sok esetben F,  egy nemlétezd F feltételezett kizelitésének felel
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Fizikai D, A Végeselem 5 Numerikus :m“m o
valbésag szoftver megoldas Eldjelzes
Intuiciéra alapozott Ahiba|?-Frym|
numerikus probléma nem értelmezett
2. dbra

Végeselem modellek sematikus dbrdzoldsa

A végeselem modell transzformécidja formailag hasonlit a numerikus szinldcid transzformAacioidra,
de attol lényegében eltér:

(D’ i) = ann (6)
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ahol a kisbetlis i intuiciora utal, amely alapjan a felhasznalé a végeselem programokban talalhato elep,.
kdnyvtarakbol egy numerikus problémat allit fel. A numerikus eredmény sok esetben radikélisan eltér g he.
lyes eredménytél, 1asd pl. Szabé et al. [1]. ,

Az elemkényvidrak kialakuldsa a viégeselem modszer korai fejlesztésére vezethetdek vissza, amikor a
vegeselemek megfogalmazasaban egyiitt hatdroztak meg az alkalmazott modellt (mint pl. rid, lemez, héj,
szilard test stb. modellek varigci6s megfogalmazdsét) és a bazisfiiggvényeket (a megkozelitést). Asd pl.
Zienkiewicz [2]. Gyakori volt kiilsuleges eljardsok, mint pl. a csskkentett numerikus integrélas, hasznalaty
A cstkkentett integralds azt jelenti, hogy a me revsegi matrix kiszdmitdsdnal az integriciés pontok minimdlig
szamanal kevesebbet alkalmaznak. Ezzel a témaval szamos tanulmany foglalkozott az 1970-es és 80-5g
¢években. Az elgondolds az volt, hogy az alacsony polinom fokszamy végeselemek tilsagosan merevek s 54
talzott merevséget csdkkentett integracioval lehet ellenstlyozni, lasd példaul Zienkiewicz et al. [3]. A csok-
kentett integralas egyik nemkivanatos kivetkezménye olyanfajta alakvaltozdsok megjelenése volt, amelyek.
hez zérus energia parosult (hourglassing Jelensége). Tovabbi numerikus sémakat kellett kigondolni annak
ellenstlyozésara.

A fentiekben vézolt gondolatmenet jellemzé a végeselemes modellezés gondolatmenetére, miszerint 5
cél a numerikus megoldds bedllitdsa (tunin ), s nem egy matematikai probléma kozelitd megoldasa. Példdy]
az egyik termo-elasztikus probléméak megoldasara 1étrehozott hexadderes elem lefrdsa a kovetkez: | 20 eso
moponty triguadratikus elmozdulds, trilinedris hémérsékler. hibri 1, linedris nyomds, csokkentett integrdlbs”
Nem talalhaté bizonyitas arra, hogy it

az elem kielégiti-e a stabilitds és konzisztencia kovetelményeit [4].

3. NUMERIKUS SZIMULACIOK IRANYITASA

A fentemlitett nehézségek ellenére lehetséges a végeselem modellezést sikeresen alkalmazni bizonyos
feltételek figyelembevételével. Komplikalt szerkezeti problémdk megoldaséra, mint pl. automobilok iithéizési
dinamikdja, repiilégépek szerkezeti elemzése, vegeselem modelleket hasznalnak. Ezek a modellek nem felel- ',
nek meg egy jol definialt matematikai probléma kozelitd megolddsanak, mégis hasznos eredményeket adhat-
nak. Erdekes médon a végeselem modellek sikeres hasznalata kétfajta ellentétes el6jelti nagy hibanak, a ma-
tematikai modellek megfogalmazasaban elkévetett hibaknak és a numerikus megoldds hibainak egymas ko-
zeli érvénytelenitésén alapszik. Jo végeselem modellek szerkesztése nem tudomanyos, hanem intuitfv, gya-
korlati tevékenység. ' .

A fogalmi hibak altalaban abbél erednek, hogy a kivalasztott szerkezeti elemeket pontokban kapecsol-
nak, fognak be és terhelnek, ami nem megengedett a feladatok variaciés megfogalmazasaban. A csékkentett
integralds haszndlata sem megengedett. Ezek az Ugynevezett varidcids biintettek (variational crimes). Ezen
hibdk hatasat négy tényezé takarja ( 1) a végeselem hél6 rogzitett, tehat a Qol divergencigja nem észlelhets,
(2) a divergencia sebessége alacsony, altaldban a szabadsagi fokok logaritmusaval ardnyos, (3) a célértékek
(Qol) az elmozdulas és'az ered6 erbk, nem pedig a helyi fesziiltségek vagy alakvéltozdsok, amelyek jobban
kimutatnak a hibéakat, (4) a végeselem modellt fizikai mérések vagy gyakorlatbdl mér ismert 5sszefiiggések
egyeztetésével allitjak be. Alapos egyeztetés utan ezek a modellek alkalmassé vélnak arra, hogy kiilénbozo
terhelések és a szerkezetben ébredd belsé er8k korrelacijat megkozelitsék. ,

A belsé erbk ismerete el6feltétele a tervezds folyamaténak ami, legaldbbis részben, a rugalmassagtan
mddszereinek alkalmazasan alapszik. A célértékek a fesziiltségek és a bevezetésben mér ismertetett szem-
pontok figyelembevételével a numerikus kozelités hibdinak megbizhaté becslése egy alapveté miiszaki kove-
telmény. Ennek a kivetelménynek csak a numerikus szimulécis helyes alkalmazasaval lehetséges eleget ten-
ni.

A matematikai modellek érvényesitése (validation) mast jelent a végeselem modell esetében, mint a
matematikai modell esetében. A matematikai modell esetében a vizsgélat tirgya maga a matematikai modell,
ami figgetlen att6l, hogy melyik numerikus médszer hasznalatat valasztottuk. A végeselem modell esetében
viszont a numerikus hiba az elméleti hibak ellenstlyozésat szolgélja.

A jelen mérnoki kutatds teriiletein, mint példaul 4j anyagtirvények megfogalmazdsa, a faraddsi hatdr-
ériék konkrét esetekben valé becslése, a szénszdlas kompozit anyagok teherbird képességének meghatdrozd-
sa, a megmunkdldsbol eredd maradékfesziltségek hatdsdnak kiértékelése, megbizhatd eredményeket csak a
numerikus szimuldci6 helyes alkalmazasaval érhetiink el. A numerikus szimulcié bevezet jellegli ismerte-
tésére [5] javasolt.

Tudomanyos és miiszaki elméletek szubjektiv jellegliek. Azok objektiv kiértékeléséhez sziikséges a
gyakorlati megfigyelések egyeztetése az elmélettel s ahhoz megbizhaté adatok valamint megbizhaté szami-
tasi eljardsok szikségesek. Fz a szimulicid iranyftasinak (simulation governance) alapgondolata, amelynek
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 ¢élja a numerikus szimuldcion alapuld el6rejelzések megbizhatésaganak biztositasa és folyamatos, tervszerti
novelése [6].

; A szimulacid iranyitasdra vonatkozé tervnek illeszkednie kell egy adott szervezetnek vagy szervezeti
egységének a kiildetéséhez: Ha a kiildetés tervezési szabalyoknak alkalmazdsa, akkor a cél a megoldasok
ellenbrzése és a munkafolyamat szabvanyositdsa. Ha azonban ez a kiildetés tervezési szabalyoknak megfo-
 galmazasa vagy feltételes karbantartdsi dontéseknek meghozatala, akkor a cél a numerikus megoldésok iga-
- zolasa, a matematikai modellek érvényesitése és a statisztikai szorasokbol eredd bizonytalansag mennyiségi
~ meghatérozésa.
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