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ÖSSZEFOGLALÁS (ABSTRACT). The object 

of this paper is to determine the stresses in hollow 

inhomogeneous elastic conical body caused by in-

ner and outer pressures applied to its mantles. It is 

assumed that the nonhomogeneous elastic mate-

rial is incompressible, that is the Poisson’s ratio is 

0.5. An analytical method is developed to solve 

the boundary value problem of elastic equilib-

rium. Two types of nonhomogeneity are consid-

ered, first case is the layered conical body and the 

second case deals with the functionally gradient 

material (FGM). 

 

1. BEVEZETÉS 

Az 1. ábra szemlélteti a vizsgálat tárgyát képező 

üreges kúpalakú testet. Az üreges kúpalakú testet 

az O  csúcspontú 1V  és 2V  körkúp felületek, 

valamint az O  középpontú 3V  és 4V  gömbfe-

lületek határolják. A mechanikai feladata megfo-

galmazására az Or  gömbkoordináta-rendszert 

használtuk (1. ábra). A statikai peremérték feladat 

megoldásával kapcsolatban feltételezzük, hogy  

1. Az alakváltozások és az elmozdulások ki-

csinyek. 

2. Nincs térfogati terhelés. 

3. A test anyaga ideálisan rugalmas, össze-

nyomhatatlan, vagyis a Poisson tényező 

0.5  . 

4. Rétegzett inhomogenitás esetében a réte-

gek kapcsolata tökéletes, mindenfajta el-

csúszás, elválás kizárt. 

5. FGM anyag esetében a G  csúsztató ru-

galmassági modulus a   gömbi koordi-

náta folytonos függvénye. 

Jelölje ,r e e  és e  az Or  gömbi koordináta-

rendszer egységvektorait. A tanulmány tárgyát al-

kotó statikai peremértékfeladatot az alábbi perem-

feltételek határozzák meg: 

3 40, 0, ,r r ru P V V        (1) 

1 10, , ,r p P V          (2) 

2 20, , .r p P V          (3) 

 

 
1. ábra. Üreges körkúp alakú test 

 

Az elmozdulás vektor skalár koordinátáit 

, ,ru u u  , míg a feszültségi tenzor elemeit pedig 

, , , , ,r r r           jelöli az Or  gömbi 

koordináta-rendszerben [1,2,3,4]. Az (1) egyen-

letben megfogalmazott vegyes peremfeltételek 

sima, merev gömbfelületekkel történő megtá-

masztás révén realizálhatók, hasonlóan a véges 

hosszúságú síkalakváltási állapotban lévő rugal-

mas testekhez. Ez utóbbi esetben az axiális elmoz-

dulást sima merev síkkal való megtámasztás teszi 

lehetetlenné. 

A kitűzött statikai feladat megoldását az alábbi el-

mozdulás mezőből származtatjuk: 

0, ( ).ru u u rU      (4) 

A fenti elmozdulásoknak megfelelő alakváltozá-

sok [1-3] 



0,r r r       (5) 

, ctg .
U

U   



 


 (6) 

Az izotrop, lineárisan rugalmas összenyomhatat-

lan test anyagtörvénye alapján [3-7] írható, hogy 

0 02 , 2 ,r rG G           (7) 

02 , ,r rG G           (8) 

, ,r rG G         (9) 

0,r        (10) 

ahol G  a csúsztató rugalmassági modulust jelöli. 

A tanulmány tárgyát képező inhomogén rugalmas 

test esetében a csúsztató rugalmassági modulus a 

  gömbi koordináta függvénye, vagyis 

( )G G  . A (7) és (8) egyenletekben 0  a kö-

zepes normál feszültséget jelöli [3-7] 

0 .
3

r    


 
  (11) 

A fenti egyenleteket a jelen problémára alkal-

mazva, azt kapjuk, hogy  

0 02 , 2 ,G G             (12) 

0 ,
2

r

  
 


   (13) 

ctg 0.
U

U   



   


 (14) 

A (14) egyenletből az következik, hogy 

1 2( ) , .
sin

K
U    


    (15) 

A 1  és 2  gömbi koordinátákat a 2. ábra értel-

mezi, továbbá K  egy integrációs állandó. 

A mechanikai egyensúly egyenletei zérus térfo-

gati terhelés esetén gömbi koordináta rendszerben 

az alábbi alakban adhatók meg [1,2] 

1 1
2

sin

ctg 0,

rrr
r

r

r r



  




  

   


   

  

  

 (16) 



1 1
3

sin

2 ctg 0,

r

r

r

r r

  





  


  

 

  
   

  



 (17) 

 

1 1
3

sin

ctg 0.

r
r

r r

 


 

 


  

  

 
   

  

 

 (18) 

 

 
2. ábra. Az üreges körkúp alakú test meridián 

metszete 

 

A feladat forgásszimmetriájából az következik, 

hogy a feszültségek   polárszög szerinti parciális 

deriváltjai identikusan zérussal egyenlők. Belát-

ható, hogy a (16), (17) egyensúlyi egyenletek a 

vizsgált peremérték feladatban identikusan telje-

sülnek és a (18) egyensúlyi egyenletből pedig az 

következik, hogy

 
d

ctg 0.
d


 


  


    (19) 

A (6) egyenletből azt kapjuk, hogy  

2 2

cos cos
, .

sin sin
K K 

 
 

 
    (20) 

A (12), (13) egyenletek és a (20) egyenlet kombi-

nálásával nyerjük a (21) egyenletet 

02

02

cos
2 ,

sin

cos
2 .

sin

GK

GK






 




 



  

 

 (21) 

A (21) egyenletek (19) egyenletbe való helyette-

sítése az alábbi eredményre vezet 
2

3

d cos
4 .

d sin
KG 

 
  (22) 

 

2. RÉTEGZETT RUGALMAS KÚP 

A 3. ábra szemlélteti a meridián metszetét a vizs-

gált kompozit kúpalakú testnek. A 1i i      

( 1,..., )i n  szögkoordinátával, valamint az 

3 4R r R   sugárkoordinátával kijelölt rugalmas 

tartomány jele i  ( 1,..., )i n . 



 

 
3. ábra. Rétegzett üreges kúpalakú test 

 

Az előző fejezet egyenletei alapján írható, hogy 

02

1

cos
2 ( ),

sin

( ),

i i i

i i

G K


  



   

  

 

 (23) 

02

1

cos
2 ( ),

sin

( ),

i i i

i i

G K


  



   

 

 

 (24) 

ahol iG  az i  jelű kúpalakú összenyomhatatlan ru-

galmas test csúsztató rugalmassági modulusát je-

löli. A (19) és a (21) egyenletekből az következik, 

hogy  

0

2

2

3

d d cos
2

d d sin

cos
4 0.

sin

i
i

i

G K

G K

 

  





 
  

 



 (25) 

A (25) egyenlet integrálásával azt kapjuk, hogy 

0

1

( ) ( ) 2 ln tan
2

, , ( 1,..., ).

i ir i

i i i

KG

c i n


   

   

   

  

 (26) 

Egyszerű számolással adódik a i  és a 
i  nor-

málfeszültségekre az alábbi két képlet 

2

1

cos
( ) 2

sin

ln tan , ,
2

i i

i i i

KG

c




 




   


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


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

 (27) 
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2

i i

i i i
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


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
   


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


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

 (28) 

A felírt képletekben szereplő ismeretlen mennyi-

ségeket  1 2, , ,..., nK c c c  az alábbi perem és il-

lesztési feltételek kielégítéséből nyerjük: 

1 1 1 1 1( ) , ( ) ,n n np p           (29) 

 

 

2

1
0

2

( 1) 1

lim

0,

i i

i i





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


 

  


 


 (30) 

( 1,2,..., 1).i n    

A (29) egyenletek a 
1   és 1n    egyenle-

tekkel kijelölt kúpfelületekhez tartozó feszültségi 

peremfeltételekhez kapcsolódó egyenletek, ahol 

1p  és 1np   az alkalmazott terhelések (nyomások) 

értékeit jelölik. Az egyes rétegek határfelületein a 

  normálfeszültség folytonos függvénye a   

változónak. Ez utóbbi feltétel fennállását a (30) 

egyenlet biztosítja. 

 

4. FUNKCIONÁLISAN GRADIENS ANYAGÚ 

KÚPALAKÚ TEST 

Funkcionálisan gradiens anyagú összenyomhatat-

lan rugalmas kúp alakú test esetében G  a   

szögkoordináta folytonos függvénye, azaz 

( )G G  . A vizsgált test meridián metszetét és 

az alkalmazott terhelést a 2. ábra szemlélteti a (22) 

egyenlet és a (2. ábra) 

1 1 2 2( ) , ( ) ,p p         (31) 

statikai peremfeltételek kombinálásával jutunk a 

K  állandó értékéhez 

2

1

1 2

2

3

.
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4 ( ) d
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p p
K
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


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

 
(32) 

A (22) egyenlet integrálásával közvetlenül meg-

kapható a ( )     feszültség képlete 

2

1

1

1 2
1 2

3

2

3

( )
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( ) d
sin

cos
( ) d .
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p p
p
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
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
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


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 (33) 

A (21) egyenletből egyszerű számolással adódik, 

hogy 







2
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1

1 2
0 1 2

3

2 2

3 3

cos
( ) d

sin

cos cos
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r
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G
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






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 
  

 
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
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

 (34) 

A ( )     normál feszültség számítása az 

alábbi egyenlet alapján történik 

 

2

cos
4 ( ) ( ).

sin
KG

   



   


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
 (35) 

Részletes számítás az alábbi eredményre vezet 


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2
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1

1 2
1 2
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2

3 2

cos
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sin

cos cos
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sin sin

p p
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G
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











 
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 
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 (36) 

 

4. NUMERIKUS PÉLDÁK 

4.1. Funkcionálisan gradiens anyagú kúpalakú 

test 

A numerikus példában az alábbi adatokat használ-

tuk (4. ábra) 

1 2 0

9 6

0 1 2

, , exp( ), 0,2,
20 2

0,1 10 Pa, 0, 5 10 Pa.

G G a a

G p p

 
     

    

 

Mivel az alakváltozások és feszültségek függetle-

nek az r  sugár koordinátától az 3R , 4R  

3 4( )R R  értékét nem adtuk meg.  

 

 
4. ábra. Funkcionálisan gradiens anyagú üreges 

kúpalakú test 

 

A (32) képlet alkalmazásával azt kaptuk, hogy 

0,006265496108.K    (37) 

Az 5. ábra a ( )    , a 6. ábra a 

( )     és a 7. ábra a 0 ( )r r      fe-

szültségeket szemlélteti a   változó függvénye-

ként. A von Mises feszültség ( )M M    függ-

vényét a 8. ábra mutatja be. Egyszerű számolással 

azt kapjuk, hogy 

 1 2

7

max ( )

9,035510123 10 Pa.

M      


 (38) 

 

 
5. ábra. A ( )     függvény szemléltetése 

FGM kúpra. 

 

 
6. ábra. ( )     függvény szemléltetése 

FGM kúpra 

 

 
7. ábra. A ( )r r    függvény szemléltetése 

FGM kúpra 

 

4.2. Rétegezett összenyomhatatlan rugalmas kúp-

alakú test. 

A bemutatásra kerülő numerikus példa négy ré-

tegből felépülő kompozit kúpra vonatkozik. Az 



egyes rétegeket meghatározó szögkoordináták az 

alábbiak: 

1 2 3 4 5, , , , .
20 10 6 3 2

    
          

 

 
8. ábra. A ( )M M    függvény szemléltetése 

FGM kúpra 

 

Az alkalmazott terhelések 1 0,p   

6

5 50 10 Pa.p     

 1 0 1 2

8

exp
2

1,048252 10 Pa,

a
G G  

 
   

 



 (39) 

 2 0 2 3

8

exp
2

1,087385 10 Pa,

a
G G  

 
   

 



 (40) 

 3 0 3 4

8

exp
2

1,1700881 10 Pa,

a
G G  

 
   

 



 (41) 

 4 0 4 5

8

exp
2

1,29926587 10 Pa,

a
G G  

 
   

 



 (42) 

Itt 0G  és a  értékét a 4.1. feladatban adtuk meg. 

A csúsztató rugalmassági modulusok fenti meg-

választásával egy közelítő módszer alkalmazására 

nyílik lehetőség a FGM anyagú kúpalakú testre le-

vezetett megoldásnak az ellenőrzésére. A számí-

tások eredményeit a 9. a 10. a 11. és a 12. ábra 

szemlélteti. 

 1 5

7

max ( )

9,124975 10 Pa.

M      


 (43) 

 

5. TÖMÖR KÚPALAKÚ TEST 

A 13. ábra szemlélteti az összenyomhatatlan ru-

galmas anyagú tömör kúpalakú test meridián met-

szetét és az alkalmazott terhelést. A G  csúsztató 

rugalmassági modulus és a   szögkoordináta tet-

szőleges pozitív értékű függvénye. Lehet folyto-

nos, illetve szakaszonként folytonos a 
20     

intervallumban. 

 
9. ábra. A ( )     függvény szemléltetése 

rétegzett kompozit kúpra 

 

 
10. ábra. A ( )     függvény szemléltetése 

rétegzett kompozit kúpra 

 

 
11. ábra. A ( )r r    függvény szemléltetése 

rétegzett kompozit kúpra 

 

 
12. ábra. A ( )M M    függvény szemléltetése 

rétegzett kompozit kúpra 

 



Az elmozdulások véges voltából az következik, 

hogy 0K  , azaz 0U  , vagyis a test minden 

pontjában  

0ru u u     (44) 

függetlenül a ( )G G   függvénytől és a 2p  ter-

heléstől. A (16-18) mechanikai egyensúlyi egyen-

letek és az (1-3) egyenletekben megfogalmazott 

peremfeltételi előírások nyilván teljesülnek, ha a 

test minden pontjában 

0 2 ,r p          (45) 

vagyis a vizsgált rugalmas tömör kúp hidrosztati-

kus feszültségi állapotban van, melyet a 14. 15. és 

16. ábrákon szemléltettünk a végeselemes megol-

dás alapján. 

 

 
13. ábra. Tömör kúpalakú összenyomhatatlan ru-

galmas test meridián metszete 1( 0)  

 

 
14. ábra. Az u  elmozdulásmező 

 

6. KÖVETKEZTETÉSEK 

A dolgozat tárgyát inhomogén, összenyomhatat-

lan, rugalmas kúpok egy statikai peremértékfel-

adata alkotja. A kúpok külső és belső palást felü-

letein előírt normál felületi terhelés (nyomás) mű-

ködik. Analitikus megoldás került kidolgozásra a 

rétegzett kompozit kúpokra és a funkcionálisan 

gradiens anyagú kúpra. A numerikus példákat 

olyan adatokkal számoltuk ki, amikor is a réteg-

zett kompozit kúpra vonatkozó megoldás a funk-

cionálisan gradiens anyagú kúpra vonatkozó ana-

litikus megoldás egy közelítő megoldásaként in-

terpretálható. 
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15. ábra. A r  és a   feszültségek 

 

 
16. ábra. A   feszültség 
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