y
.

£ . 9 XI11. MAGYAR MECHANIKAI KONFERENCIA

G MaMeK, 2019
N / Miskolc, 2019. augusztus 27-29.

HIERARCHIKUS P-VERZIOS RUD MODELLEK

Paczelt Istvan?, Szab6 Barna?

! Miskolci Egyetem, Miiszaki Mechanikai Intézet
3515 Miskolc-Egyetemvaros
mechpacz@uni-miskolc.hu

2 Washington University in St. Louis, USA
szabo@wustl.edu

Absztrakt: Hierarchikus modellekre jellemzd, hogy az elmozduldsmezdt un. mezdfiiggvények és irdanyfiiggvények szorzatin keresztiil
kozelitjiik. Rud modelleknél az iranyfiiggvények a keresztmetszetbeli megoszidast irjak le, mig a mezdfiiggvények a hosszmenti valtozast.
Iranyfiiggvények a Pascal haromszoghdz tartozo polinomok szerint valtoznak, a mezdfiiggvények a p-verzios végeselem technikaval nyernek
kozelitést. Térbeli spirdl kézépvonali rudakra vezetjiik le az dsszefiiggéséket, ezekbdl a prizmatikus rudakra, ill. a silbeli gérbe rudakra
nyerhetiink egyszeriibb osszefiiggéseket. A vizsgalatokat gorbevonalii koordindtarendszerben végezziik kis elmozduldst és alakvaltozast
feltételezve. A rud anyaga linedrisan rugalmas. Az iranyfiiggvények valasztasatol fiiggéen 6 féle hierachikus modellhez jutunk, mig a
mezdfiiggvényeknél a p maximalis értéke 6 ra van valasztva. A potencidlis energia minimum elv alajan keriil levezetésre a modell merevségi
matrixa, redukadlt terhelési vektora, amelynek mérete fiigg a hierarchia szintjétdl. Kiilonbozd terhelési eseteket felvéve, a numerikus példak
eredményeit 3D-s végeselem program eredményeivel hasonlitjuk dssze konvergencia diagramokon és fesziiltség megoszidsdat bemutato

kozelitjiik meg a térbeli fesziiltégallapotot.

Kulcsszavak: hierarchikus modellezés, végeselem-mdédszer, rugalmassdagtan

1. BEVEZETES

Antman hires atfogd cikkében [1] jo attekintést ad a gdorbe rudak hierarchikus felépitésérdl. Kisparaméterek
szerinti sorbafejtéssel halad a 3D-s allapotbdl az 1D-s klasszikus radmodellhez. Szigort elméleti vizsgalatokon
tul cikke azonban numerikus példakat nem tartalmaz.

[2]-ben a lemezekre és héjakra vonatkozé hierarchikus modellek sokoldalu elemzését talaljuk mind statikai mind
rezgéstani sajatérték meghatarozasat illetéen. Kiilon elemzik, hogy a Kirchhoff-féle hipotézisre épiilé modellek
tekinthet6k-e a hierarchikus modelleknek, a valasz nem. Vizsgaljak a peremzavaras (boundary layer) hatasat is.
A téma bonyolult jellegét a tobb szaz hivatkozas is hangstlyozza.

Szamos munka talalhatd egyenes kézépvonalt tartokra, statikai feladatokra, pl. [3,4,5,6,7], rezgéstani esetekre
[8,9]. Valtozo anyagtulajdonsagot a [10,11,12], mig geometriailag nemlinearis esetet a [13] vizsgal.

A jelen munka elsddleges célja, hogy a kontinuum feladat végeselemes vizsgalataval numerikus eredményeket is
bemutasson. A jelen munka prizmatikus, sikgoérbe rudakat és térbeli spiral kozépvonalt rudakat vizsgal
feltételezve, hogy a rid anyaga homogén, izotrop, linearisan rugalmas, a terhelés kvazistatikus, az elmozdulasok
és alakvaltozasok kicsinyek, azaz a linearis rugalmassagtan keretei kozott keriil sor a peremérték feladat
megoldasara.

A vizsgalatra a potencidlis energia minimum elvre alapozott végeselemes kozelitést valasztjuk, az
elmozduldsmezdket az un. mezéfiiggvények (field functions) és iranyfiiggvények (director functions)
szorzatainak 0sszegén keresztiil kozelitjiik [14]. A vizsgalatokat gorbevonali koordinatarendszerben végezziik
el. A keresztmetszet sikjaban a keresztmetszet sulypontjan athalado, fotengelyek irdnyaba mutatd tengelyekre
merdleges lesz a kozépvonal érintdje. Ezen tengelyek altal kijelolt lokalis koordinatarendszerben értelmezett
elmozdulasokat és szogelfordulasokat a szokdsos uton transzformaljuk a globalis Descartes
koordinatarendszerbe. A kdzépvonalhoz kapcsolt kisérd triedert a Serret-Frenet képletekkel allitjuk el6. Az
iranyfiiggvények a Pascal haromszoghdz tartozé polinomok szerint valtoznak a keresztmetszetben, a
mez6fiiggvények (a test hossztengelye mentén) p-verzioju végeselem technikaval nyernek kozelitést [14]. Az
iranyfiiggvények polinomjainak fokszamatol fliggéen kiilonbozé hierarchikus modellekhez jutunk, a kapott
eredményeket a 3D-s modellel a StressCheck végeselem programmal [15] vetjiik 0Ossze. Rogzitett
iranyfiiggvényeknél a mezo6fiiggvényeknél felvett polinomok fokszamatol fiiggden vizsgalhatjuk a numerikus
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kozelités konvergencidjat, mig a hierarchikus modellek egymasutanisagabdl kapott eredmények szolgaltatnak
tovabbi informdacidt a tényleges 3D-s allapot megkdzelitésére.

2. AMODELL FELEPITESE

Vizsgaljunk egy R, sugart hengerfeliiletre ratekert H menetemelkedésti csavarvonal kozépvonala testet
linearis rugalmassagtani keretek k6zott. A gorbe test (rad) kézépvonalanak helyvektora [16]

r=r(@) =R, (cos(7) i+sin(¢?)j)+2|_|—ﬂ¢7k )

ahol a @ - a hengerkoordinata-rendszer szoge. Jelolje s a kdzépvonalon mért ivkoordinatat.

A Serret-Frenet-féle osszefiiggésekkel (lasd Appedix B) a spirdlhuzal helyi koordinatarendszerének normalis,
binormalis ¢és érintd irdnyt n, b, t egységvektorai, a x fogorbiilet s annak sugara R, , az egységnyi hosszra esé
7 clcsavarodas egyszerii Osszefliggésekkel allithatéak eld. A triéder csucspontjanak elmozdulasat a helyi
koordinatarendszerben, (n,b,t)=(e,,e,,e;) iranyt fliggetlen elmozdulds mezékkel (Ug,Up,,Uy), mig a
szogelfordulasat  y,,i=12,3-al jellemezzik. A mechanikai allapotot az (X)y,S) gorbevonalu

koordinatarendszerben irjuk le. Az x és y tengelyek a keresztmetszet f6tengelyeivel esnek egybe. Itt x és y az
n és b iranya koordinatakat jel6li, mig az s koordinata vonal t iranyaban halad at (lasd 1. és 2. abra).

u03

1. abra. Sikgorbe kdzépvonalu gorbe tartohoz kotott gorbevonalt koordinatarendszer és a benne
értelmezett elmozdulésok.

2.1 Elmozdulasok

A test egy tetszOleges P pontjanak elmozdulasa (lasd 1. és 2. abra)

u=u(xvy,s)=un+ub+ut=u,e +ue, +u,e, (2)
amit
MH
u=u(x,y,s)=> h™(xy,s) ()
m=1

alakban fogunk kozeliteni. Itt h™(x,y,s) a valasztott hierarchikus modelltd] fiigg, amiben szerepld

figgvényeket, a jol ismert Pascal haromszogbdl (lasd Appendix A) valasztjuk ki. Példaként alljon harom
fiiggvény, amely az alabbi



2. ébra. Térgorbe kozépvonalu tartohoz kotott gdorbevonalt koordinatarendszer és a benne értelmezett

elmozdulasok.
OCu , +xyu,, +yu )
uOl - y,}fs Xulx 1x Xy 1y
h®(x,y,s) =| Uy, + X 7, +| YU, |=hP+hW W@ (x,y,8) =| (X*U,, +XyU,,, + Y u,.)
Ugs + - X 2 2
wtYn—Xx.] |0 (X Uy +XYUgy +Y7U, )

3 2 2 3
(u X% +Ue XY UL XY U, Y )
3 3 2 2 3
h®(x,y,8) =| (u,.x U, XY HU, XYY U, YY) @)
3 2 2 3
(u3x3 XUy XY U o XY+ U, Y )
Itt Upy s Upy s Uiy 25 U s Uy uiy2 U ,uixzy,uixy2 ,uiy3 , 1=1,2,3 un. mezéfiggvények, melyek az s figgvényei, mig
1, % y; X5, xy, y2; X2, X%y, xy?, ¥’ az un. iranyfiiggvények.

Bevezetve az alabbi matrixokat

1 0 0 0 0 -y x O X xy y¥ 0 0 0 0 0 0
FE=/0 1 0 0 0 xO0 y|[,R=(0 0 0 x x y 0 0 0 [
0 01 y-x 000 0 0 0 0 0 0 x* xy V

' Xy xy y¥ 0 0 0 0 0 0 O
F,= 0 0 ¥ Xy xy) yv 0 0 0 (5)
0 0 0 0 0 0 x xy x* ¢

az elmozdulas vektor tomoren



U, y,8) =3 hO(xy,9) =3 F, (% y) A™(s) (6)

alakban irhat6 fel MH=3 esetén.

A Modell-0 nal az u=u(x,y,s) kozelitésénél csak a h®°(x, y, s) -et hasznaljuk, a Modell 1-nél a teljes

2
h®(x,y,s) -et, a Modell-2 nél a z h™(x,y,s) -et, mig a Modell-3 nal a sorbafejtésben 3 tagig megyiink el,

m=1

3
azaz z h™ (x,y,s) tagokat vessziik figyelembe.
m=1
A mezo6fiiggvényekbdl ill. azok s szerinti derivaltjaikbol az alabbi vektorokat fogjuk bevezetni:
Modell-0 nél

Vo =W () =[ Uy Uy Uy 24 25 2 U U U 24 15 25 | )
Modell-1 nél

v =w ) =[wi v ] v T =T = [, iy, 1, 1 ] (®)
Modell 2-nél

v = ©) = v v | T [T RT] o)

ﬁh<2>T _
- u].x2 ul><‘/ ulyz u2x2 UZXV u2y2 u3><2 u3><y u3y2

~h(2)‘T ' i ' ' ' . ' ' '
h :|: ulxz ulxy ulyZ u2><Z UZXY u2y2 u3><Z u3xy u3y2:|
Modell-3-nal
T_ T _ T . @1 hOT T T heT heT W7 _ ﬁ(3)T ﬁ(3)'T 10
L A O R R A A 2 A A A T OB | ] (10)

ROT _

h _|:ul><3 ul><2y u1><y2 u1y3 uZx3 u2><zy u2><yZ u2y3 u3><3 u3xzy u3><y2 u3y3 :I
RQ)T _ ' ' ' ' ! ' ! ' ' ' ' '

h _|:ul><3 ulxzy ulxy2 uly3 u2><3 u2x2y u2xy2 uZy3 u3><3 u3x2y u3xy2 u:%y3 :|

2.2 Alakvaltozasok

Az alakvaltozasi tenzor kis alakvaltozaskor
1
£=£(X,y,s)=§(u®V+V®u) (11)

geometriai egyenleten keresztiil szamolhato. Itt ® a diadikus szorzés jele.

A nabla operator

V=—e +—e,+————e, = + —t (12)
OX oy R, —Xx0s ox oy R -—xo0s

Az s irdny fajlagos nyilas &, =e,-g-e,,az X ésy irdnylak ¢ =¢€,-€-¢;, &, =€, -&-e,, mig a szogtorzulasok

1 1 .
> Vi3 =€ -€-ey, > V3 =€,--€y, > 71, =€, -€-e,, amelyek esetlinkben a szamitasok utan az alabbi alakkal

rendelkeznek



au ou ou, u
g =—2, 8 =—2, 83:L(_3__1)
OX oy R-x 0s R
o, ou R R

ou ou ou
Y2 = oy ox 713_R1_X(6_81_Tu2+’(u3)+§3: yzszﬁ(a_;"‘ful)*‘ﬁ (13)

2.3 Fesziiltségek
A fesziiltségi tenzor fiiggetlen 6 elemébdl az alabbi (6,1) mérethi fesziiltségvektort lehet dsszeallitani
c=Deg (14)
ahol D az anyagallandok matrixa.

2.3.1  Modell-0-nd! ez egyszerlisodik a klasszikus ridelméletek szerint, azaz

&' 2[83 Vi3 723], c' :[0'3 Tp3 123], (15)
D=(EGG) (16)
ahol E - a Young modulus, G -a csusztato rugalmassagi tényezo.
2.3.2 Modell-1,2,3-ndl
g =[e & & 1 Vs V)]s O =[010, 05 1T Ty 17)

mivel térbeli fesziiltségallapotot tételeziink fel. Itt D a 3D-s allapothoz tartozo (6x6) os anyagallando matrixot
jelenti [14, 17].

2.4 Potencialis energia

A teljes potencialis energia [3]
1 worl
I, :E.UST DedS ds —W "™ (18)

Itt W "™ a kiilsé terhelés munkaja. Konnyen belathato, hogy a (11) alatti alakvaltozasok és a (14-16) alatti
fesziiltségek szamitasa alapjan, pl. a Modell-0 nal, az alakvaltozasi vektor

&3
€ =73 =T, (19)
Va3

alakban képezhetd, ahol T, az iranyfiiggvényektdl fiiggd matrix (itt ezt nem kozoljiik). A (18)-ban szerepld
alakvaltozasi energianak a keresztmetszet szerinti integralassal nyert matrixa

D, = [T, ds, (20)
S

amivel a teljes potencialis energia

1 N worl
HP:E{{ "D, y, jds—wrer (21)



Vagyis a (21)-ben most mar csak a w, -ben szerepld irany fiiggvények s szerinti kozelitésére lesz sziikség,
vagyis a feladatot egyvaltozos feladatra vezettiik vissza.

X h hp
~ @ (s)a

=
<

G(s)h

=

> S
I J

3. abra. Mezofiiggvények végeselemen beliili kdzelitése.

A 3. abra szerint egy tetszOleges h fiiggvény az S mentén két részbdl tevodik dssze. Egyik része a csomoponti
értékeken keresztiil —linearis fliggvényként-, a masik része csak az elemen beliil hatdo magasabbfoku

polinomokon keresztiil. Ismeretlenként a ﬁ| , ﬁJ csomoponti értékek és az a"® vektorban szerepld Un. potlolagos
allandok fognak szerepelni.

Bevezetve a globalis rendszerben értelmezett | €s J csomoponti elmozdulasok vektorat

.
Q|GYT z[uox Uy Uz Ix My ZZ]I’ 1 ->J,q :[q? q?] (22)

a helyi rendszerben értelmezett

uoL’T =[U01 Ugz uog] ) XLYT =[)(1 X2 13] (23)

vektorokat, formalisan a kozépvonal elmozdulasa, szogelfordulasa és ezek s szerinti derivaltjai

L

L '
u0 uy, uO ' ! uy,
L( } =G, q+®,,, a'v? L{ } =G, q+®,, . a'r? (24)

alakban nyernek kozelitést, ahol G,, a merevtestszerii ¢s a rugalmas elmozdulasokat linearisan kozelitd
matrix [16], (1asd Appendix B), ®,, |
allandok vektora. A (7) alatti y, vektor a (24) alattiak figyelembevételével

a p fokszamtol fiiggd polinomokat tartalmazé matrix, a“*° a potldlagos

_ 0 0 _,0p 0 GUZ 0 (I)u;(,p
v, =G’ q+®, a’", G ={G, } (Dp={ , :I (25)

alaku kozelitéssel irhaté le tomoren. Természetesen a magasabb hierarchikus modellek is formalisan a (25) alaka
kozelitéssel rendelkeznek. (25)-nak (21)-be valé helyettesitéssel a végeselemes szamitis merevségi matrixa mar
konnyen eléallithatd [17].

Kissé részletezve,

@, 0 D, , @, 0 @,
0 o, D, 0 o, o,
§=s/L ,ahol L az elem kdzépvonalanak hossza. Az s szerinti derivalt () = ? = %? alapjan szamolhato.
S S

Itt



§°-5 §°-% §'-5 0 0 0
@, =0 0 0 §°-5 §°-5 .. §°-§%
0 0 0 0 0 0 §°-5 §°-§
2s-1 3s°-1 .. psP'-1 0O 0 0 0 0
@, :% 0 0 0 25-1 3s°-1.. psP'-1
0 0 0 0 0 0 25-1 35°-1

- [aE,T az,T ]

a)’ =[a}*al” ..af &l al e alt Al Al

pT _ p=2 ,p=3 p p=2 ,p=3 p p=2 ,p=3 p
ab’ =[af’ al® ,..ab al? al’,..al, ak’ all,..,al |.

Most nézziik meg a Modell-1-et.

Az alakvaltozasi vektor

Yo
€ = Yo Z[Fm) rl(l)]|:wh(1) :| =Ly,

V13
V23

Ekkor a (8) értelmében a y, -ben 16 fiiggvényt kell kozeliteni

v, | [G° 0 ® 0 |
Yo ©h@ h@® q h@ a’ total 1 total _1p
Y, = l|lh(1) ==|h =10 G o |+ 0 @ S =G, q +®@, a
ﬁh(l) ! 0 G p@ O (Dh(l)‘
p
ahol
Gh(l,_'1—§ 0 50 oL -1 0 10
0 1-5 0 §] Llo -1 0 1|
R R sP-5 0 0 0
P o 0 0 -5 §°-5.. sP-s5 |
o 1251 352-1 .. psPt-1 0 0 0 ,
L]0 0 0 25-1 352-1.. psti-1

T[T AT h®T _hOT hoT _ hOpT _[4p=2 5p=3 P .gp=2
q —|:q|vqjvq| qu j| g _|:ulx uzy], ' |_>‘J' a _|:alx 'alx ""'alx ’a?y !

Most nézziik meg a Modell-2-t.

(29)

(30)

(1)

(32a)



Ekkor (9) értelmében a y, -ben 16+18 fiiggvényt kell kozeliteni. Tehat a (30) alatti y, -et ki kell bdviteni.
Vagyis

&
82
& Y,
€ = 7/:2 :[Fl rh(z)]|:wh(2):|=r2‘|’2 (34)
713
| V23
tovabba
uix2
ﬁi(z) = Uy, =123 poT :[ﬁim ﬁgZ)T Flgz)T ]’ \th)T :|:l'i(2)T h®T :|7 (35)
u.
iy
vagyis a (30) alatti G\ felhasznalasaval, tomérebb jeloléssel G* = G™
v, ]
RO
~ 1
v h(zz) v, G' 0 ql q)p 0 alo
‘|I2:|: tm:l: ﬁgz) — ﬁhm —lo Gh(z) { " +lo (I)';w { h(z)p:|:Gtzotalq2+(I)t20’tjala2p (36)
v ﬁiz)' L 0 "™ q 0 (Dt;(z)‘
RO
RO
ahol
G0 0 G, 0 O G'hmlO 0 G‘hm2 0 0
G"™ =0 G0 0 G0 L G"™'=10 G0 0 G0 37)
0 0 G0 0 G, 0 0 G'h(z)1 0 0 G,
s 00 G, =G (S) : g SE
Gu=Gn=|0 1-5 0 |=(@1-5)E,,, L ° =° ¢ (38a)
’ 0 0S
0 0 1-3
-1 0 0 1 1 oo 1
, -1 Gp=G .. —|0 1 0|==E
Cu=Gm=7|0 -1 0 |=—Eg, S T 001l b ©9 (38b)
0 0 -1
@, 0 0 CI)'Op 0 0
(2) (2) .
o =0 @, 0 |, ® =0 @ 0 | (39)
0 0 o 0 0 CI)'Op



o =[a.al ol (40)
hT _
q| - |:|:ul><2 u2x y uSy2 :|| I:uZxZ uZx y uZy2 :|| I:u3x2 u3x y L'I3y2 :|| i| ! I —J

h@pT _ [ Jh®@pT h@pT h@pT
a =lq 8y, a8, (41)
h@ pT

— p=2 ,p=3 p .qp=2 ,p=3 P .oyp=2 4p=3 p
a| |:a~lxz 'alxz [RRRE} a]X2|aixy 1a-ixy ’""ai)(y,alyz 5a~ly2 !---la]yz:|

A magasabb hierarchikus modelleknél allnak

_ _ : -1 - 1
Gh(m)l = (1_S)E(m+1,m+1) ) Gh(m)Z =S E(m+1,m+l) , G pmi = T E(m+1,m+1) , G pm2 = EE(m+1,m+l) , m=3,4,5,6
(42a)
Itt E iy (M+1,m+1) méretii egységmatrix.
Gm0 0 G, 0 0 G;j(m,l 00 G'h(m)2 0 0
(m) (m) ' .
G" =|0 Gm0 0 G0 LG =0 Gm0 0 G0 (42b)
0 0 GO0 0 G,m 0 0 th(m,l 0 0 G'h(m)z
tovabba
(I)h‘m)p :[q)h(m)P(l) q)h(m’p(Z) : q)h‘m)p :[(Dh‘"‘)p(l) (I)h‘"')p(Z)i| (43)
((m+1),(m+1)(p-1)) - ((m-+1),(m+1)(p-1)
(I)h(m)p (I)h‘"‘)P
o =0 @, [ =l0 @, [ m3456 (44)
0 0 @, 0 0 @,
illetve
D, =[r,pr,ds, 1, =%j{ "D, v, lds-W"™* ahol m=1234,56 (45)
S L
Tekintettel a (34)-(45) alattiakra a h6-os modellnél
_‘91 ] ‘I’l()
hZ
£ A4
82 \Ilh(a)
€ = 7; =|:F1 rh(Z) rh(s) Fhm) rh<5> Fh(e> :' \Ilhu) =Ty, (46)
V13 \Vh(s)
| V23 ‘I’hm

A T'; matrix elemeit az Appendix C-ben talaljuk meg.

A G és @ matrixoknal visszafele haladva, letdrolve az utolsd blokk oszlopot és az utolsd két blokksort,

egyel csokkentett szamu modellhez tartozé matrixhoz jutunk el. A fenti gondolatmenetet kiterjesztve a tobbi
modellre is, a modellek fobb jellemz6it az 1. Tablazatban talaljuk meg.



(@ 0 o0 i
0 @ o0
0 o o
0 0 o
00 o
=0 0 0 @ 0
1 ] o
G 0 0 0 0 O o 0 (I)h() O
h@ 5
0 G 0 0 0 0 0 0 0 (I)h()
@ .
0 G 0 O O O o 0 0 q)h()
h(3) 6
he .
total __ h4) - -
G, =|0 0 0 G 0 7 (47)
o0 o0 G o0
o0 0 o0 G
oo o0 o G
o0 o0 o0 o G
o0 o o0 o G"
Itimo: Hierarchikus | Csomoépontbeli | Bels6 Elem AD=Belso ND=elem
Szam. modell jele ismeretlenek csomoépontok | csomopontjainak | ismeretlenek | szabadsagfoka
Programon szama NDOF szama szama szama
beliil
21 ho 6 6 8 6(p-1) 12+AD
22 hi 8 8 10 8(p-1) 16+AD
23 h2 17 17 19 17(p-1) 34+AD
24 h3 29 29 31 29(p-1) 58+AD
25 h4 44 44 46 44(p-1) 88+AD
26 h5 62 62 64 62(p-1) 124+AD
27 h6 83 83 85 83(p-1) 166+AD

1. tablazat: A hierarchikus végeselemek fobb jellemz6i

Az 1. tablazat szerint a h3-as modellhez tartozo végeselemet az 4. abran szemléltetjiik. A ¢, az | csomopont

globalis rendszerbeli elmozdulasanak és szogelfordulasanak vektora, qu) a hm —modellhez tartozé irany-
fliggvények szorzoéfaktorai (I csomodpontbeli értékei), a tobbi pedig a pdtldlagos allandok alkotta belsd
csomopontokba ,.elhelyezett” értékei. Latjuk, hogy a h2 modellnél csomdpontonként 17, belsé pontok szama
ugyszintén 17. A h3-as modellnél ehhez még hozz4jon 12, vagyis az a csomdponti ismeretlenek szama 29, mig a
belsé ismeretlenek szama a valasztott p fokszamtol figgden (8+9+12)(p-1)=29(p-1). Az elem teljes szabadsag-
foka ND=29(p+1). Itt minden fiiggvényt azonos foku polinommal kozelitiink!

Altalanosan a

W =G + @™ (#8)

és igy a potencialis energia q=q",a=a™, D=D, = jl“rTnDFm dS, G =Gy*, @ ="
S

jelolésekkel
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4. abra. A h3-as modellhez tartozo végeselem kiils6 és belsé csomopontjaihoz kotédd ismeretlenjei.

amibdl a merevségi matrix

A redukalt terhelési vektor formélisan ' = [qu f ] alakban irhat6 fel.

Végezetiil a potldlagos allandok eliminalasaval, a redukalt merevségi matrix és terhelési vektor az alabbi:

Koy = Kgg Ko (Ka) Ky

red red

Késdbbiekben a végsd nagy egyenletrendszer megoldasa utan az elemre vonatkozé pétldlagos allandok

a = (Kaa )_1 fa _(Kaa )_1 Kaqq

Osszefliggéssel szamolhatok.

2.5 Terhelési vektorok
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=f, - K (Ka) T,

(49)

(50a)

(50b)

(51)

(52)

1. hO- nal Iényegében a kdzépvonalon értelmezett kozelitendé elmozdulasmez6 miatt eredd erkkel és

nyomatékokkal, ill. kdzépvonalon megoszl6 terheléssel (erd, nyomatékpar) dolgozhatunk.

2. h1,h2,h3,... modelleknél a h™ h®  h® . fiiggvények miatt a feliileten megoszl6 terhelések
munkdjat az alabbi megfontolasok alapjan tudjuk szamolni.



A gondolatmenetet a h3-as modellre mutatjuk be. A kozelitett elmozduldsmez6 ennél a modellnél a (6) alapjan
szamolhato.
Kigytijtve az s-tdl fiiggd fiiggvényeket, irhatjuk, hogy

- h® (s)
u,(S ~ 1y
o) i) h® (s)
ke | O]
v = RO (s) |=|h@(s) | = RS, i) R, v,
R® (S) h® (S) o (53)
- S
h(3) (S) N ( )
N _h(3) (s)]
ahol
R?ed (29,58) —
E3‘3 03,3 03‘3 03.3 03,2 03‘2 03.9 03,9 03.12 03,12
E3 3 03 3 03 2 03,2 03 9 03,9 03,12 03,12
E2 2 02,2 02‘9 02.9 02,12 02.12
EQ,Q 09,9 09,12 09,12
E12,12 012,12
(54)
A (6) alatti elmozdulasvektor (53), (54) figyelembevételével egy tetszéleges pontban
u=u(xy,s)=[F F, FJws®™ = U 0)ws™ (5) = U (X y)Rw,(9) (55)
tovabba (48)-ra valé tekintettel
\V3 (S) _ Gtotal (S) qtotal + (Dtotal (S) atotal (56)
ésigy az S, feliileten haté terhelés munkéaja
Wwork _ J' (qtotal T GtotaI,T (S) +atota| T (I)total T (S))R::e'g U3T (X, y) Prioas (X, Y, S) ds (57)

Sload
amib6l mar a redukalt terhelési vektorok kdnnyen szamolhatok.

Ha a terhelés csak az X,y fiiggvénye (a terhelés a rid végso keresztmetszeteiben hat,( I, vagy J jeli)), pl. a
vizsgalt test keresztmetszete téglalap, a,b méretekkel X és y irdnyban, akkor a megoszl6 terhelés egy lehetséges
alakja

X
1-| 2
T”( alz)
p= 123( Fyzj (58)
0
/2y

ahol 7}, 73, o°, o adottak és ekkor a terhelés munkéja




Wwork _ (qtotaI,T GtotaI,T (Sl(J)) +atotaI,T (I)total T (5| (J)))RS.T ‘[ U (X, y) Proas (X, y) dey

red

SI(J)
a redukalt terhelési vektorok pedig
f, = (thm'T (Sl(J)))RféE j U (X, Y) Proag (X, Y) das,,
Si()
fa = (q)lolal‘T (SI(J)))Rfé-Id— I U3'T (Xv y) pload (X, y) dey
Si9)

Ha a terhelés a palaston, pl az n-re merSleges X =—a/ 2 koordinataju feliileten hat, akkor

red

Wwork — j (qtotal T Gtotal T (S) +alota| T (I)Iolal T (S))RS,T U3,T (X — _a/ 2, y) P|oad (X, y’ S) dSyS

Sicad

Ha a terhelés a binormalisra merdleges feliileten hat, pl. Yy =-b/2 helyen, akkor

red

Wwork — I (qtotaI,TGmtaI T (S) + atotal T (I)total T (S))RS,T U3,T (X, y — _b/ 2) P,oad (X, yy S) dsxs

Sioad
A t6bbi hierarchikus modellnél is hasonldan jarhatunk el.

2.6 Rugalmas kozeggel valé megtamasztas

Tételezziik fel, hogy az y=b/2 feliileten a gylirtialaku test C rugoallandédval jellemzett Winkler tipust

kozeggel érintkezik. Ekkor a rugalmas kdzegben

ru 1
U 9:5.[ u,(x,y=b/2,s)cu,(x,y=b/2s)ds,

Sne

alakvaltozasi energia alakul ki, tehat tekintettel az U(X,Y,S) (55) alatti kozelitésére

0
u, =u(x,y,s)'e, :(u(x, y,s)'e, )T =eJu(x,y,s) =u(x,y,s)" |1 |=[010]u(x,y,s) =
0
0
w3 ()R UPT(x,y) |1 [=[010] U (X, YR, w4 (5)
0
vagyis
000
U™ =2 [ WIERLUT (xy=b/2)| 0 ¢ 0|U*(xy =b/ DR, (5)dS,
Sug 000

Az (56) alatti y, behelyettesitésével (a total indexbeli jelet elhagyva), az integralasok elvégzésével az

w1 C Ceallq
ye =E[qT aT:||:qu Cq }LJ

aq aa

ahol

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)



qu an T T
C= ,Cu=[{G" WG }ds,,C,=[{@ W& }ds,

Sy Sxs

Co=[{G"Wa }ds, =C]

aq’
SXS
000

W=W(x,y=b/2)=R3U* (x,y=b/2)|0 c 0|U(x,y=b/2)R},
00O

3. SZAMPELDAK

A fenti (1) leirasban, ha H =0 , sikbeli allando sugart gorbe radhoz, tovabba, ha R, =0 és R =0 ,

akkor egyes kozépvonalll testhez jutunk. Az elfadds ezekb6l mutat be néhany példat a véglapon, ill. a
hosszmentén hatd6 megoszlo terheléseknél, elemezve a hierarchia magasabb ridmodelljeinek hatasat a kozelités
mikéntjére.

3.1 Prizmatikus rud esete

Prizmatikus tartd geometriai méretei a=40, b=20, L=157.079633 mm ( 2007z / 4 =50 ), mig az anyagallandok:
Rugalmassagi modulus E =2-10° MPa , Poisson szam v =0.3.

Terhelés |\ BN | R IN] | M, Pe==Px | Py=~

Jele [INmm] | [N/mm~2] | [N/mmA2]
1 1000
2 2200
3 | 100
4 10 N/mm
5 05
6 0.25

2. tablazat: Prizmatikus tarto terhelése

Az 1. terhelésnél M, csavaronyomaték hat a Z=0 sik sulypontjaban.A Saint-Venant elv értelmében ettd] a siktol

elegend6 tavolsagra a kialakult cstsztatd fesziiltségek sikrol-sikra kismértékben fognak csak valtozni (elvileg
azonosak kellenének lennitik).

A 2. terhelésnél F, ereddji erd parabolikus megoszlassal a Z=0 sikban hat -Y iranyaban.

A 3. terhelésnél F, koncentralt er a Z=0 sikban hat X iranyéban, ill. parabolikus megoszlassal.

A 4. terhelésnél az Y iranyu terhelés vonalmentén oszlik meg.
Az 5. terhelésnél az x=-a/2 sikon és az x=a/2 sikon megoszo terhelés hat X irdnyaban. Tehat az x= -a/2 sikon

nyomas, az X=a/2 sikon hiizas hat. A terhelés intenzitasa 0.5N / mm?

A 6. terhelésnél az y= -b/2 feliileteten nyomas hat 0.25N /mm? intenzitassal.

A kinyomtatott fesziiltségmegoszlasok a Z=L/4 sikra vonatkoznak.

Sorbevéve a terheléseket, az alabbi eredményeket nyertiik kiilonb6z6 hierarchikus modellnél, a radat 16 ill. 64
elemre felosztva.

A 2. terhelésnél a -Y irAnyaban hatd, a z=0 sikban parabolikusan megoszl6 terhelésnél ( K, =—200N ) a stlypont
elmozdulasat a 6. abra mutatja. Jol latszik, hogy a hierarchia modell emelésével az elmozdulasok alig valtoznak.
Mindegyik gorbénél a p fokszam ndvelése (2-6 k6zott) ugyszintén igazolja a megoldas konvergenciajat.



Rudelmélet szerint U, = F, -L*/ (31 E) =-0.04845 , ahol |, =ab®/12 = 26666.66. Nyiras figyelembevételével,
u =F -C/@LE)1+ k) =-0.04906 [18, 218.0ldal], ahol v =0.3 Poisson szamnal,

K = 6(L+v) (b/L)> =0.78(b/L)* =0.0126 . hO (Timoshenko modell): -0.04905 mm, 3D-s megoldas:
10

u, (3D) =—0.0484 mm,

A v 7
y X y X
[] [ ><
7 E Py N~
vl Py \
px/v v | Py
Pys L
,i‘ Y

Ny
=Py /b py[N/mm]

,=P/a  p,[N/mm]

UE?\
@/&
A

5. abra. Prizmatikus tartd geometriaja, az XYZ globalis és az Xxys lokalis koordinatarendszer (s=Z). A Z=L sik

befalazott.
u,, in beam 3 for distributed surface parabolic load in y direction at z=0 u,, in beam 3 for distributed surface parabalic load in y direction at z=0
-0.048 ~0.048 —z5in parametefs a=40, b=20 mm
Section paramelers a=40, b=20 mm . _p.?r _____ '
~0.048| Resultant force Fy=-200 N _op4si|  Resultant force Fy=-200 N
-0.0481 N 00481 Hierarc h2 : - .
-0.0481 \\
T ~0.0481
E -0.0481 i E Hierarch3 : —
E i £ _p.o482 O e
5 _p.0482 R, 5 Hierarchd 1 = - g - -
» . et
00483} Hierarch2 :—. St 00483 Hierare s ;- - 4 - -
Hierarc h3 : - Hierarc hé : -
-0.0483 Hierarchd - = =0 = = ~0.0483
0.0483 Hierarc h5 - - — + — - -0.0483
FEM 3D : -o- FEM 3D : —o-
_0.0484 . . , . . . 00 . X .
5] 6.5 7 75 8 8.5 9 95 10 4-8%.5 8 85 g 495 10 105
In(NDOF) In(NDOF)

6. abra. Konvergencia diagram a 2. terhelés (a véglapon parabolikusan megoszl6 terhelés hat, eredéje
F, =—200N ) esetén.



u, in beam 3 for load case 3: Fx=100 M Uy in bearn 3 for load case 3: Fx=100 N

3
%10 3 *10
6.32 6.32 -
Section parameters a=40, b=20 mm U Section parameters a=40, bi?q_mm_+ S,
.31 e 631 LA e
) e Higrarch5: - — 4 - —
63l HierarchS:— -4 - - - + _ gat
629 Higrarc hd : - —g — - | soal Higrarc hd : = =0 - =
T 628 e E 828 |igrarch3: -
= go7| Hierareh3: - 3 627
6.06 626
L 1 6251
825 Hierarc h2 : -
604 Hierarc h2'.-__ T 624l o
Il i 6 L L
623, 65 7 =5 8 a5 9 25 8 8.5 9 95 10 10.5
In{NDOF) In(NDOF)

7. abra. Konvergencia diagram a 3. terhelés (a véglap stlypontjaban koncentralt erd hat) esetén.

Koncentralt erével szamolva 3. terhelésnél a konvergencia jol érzékelhetd a 7. abran. Rudelmélet szerint

u, =F -/l ,E)=0.006055, ahol, I, = a’n/12 =106666.66 Nyiras figyelembevételével,

u, =F-L*/3l ,B)+k,)=0.006362 [18, 218.oldal], ahol v=0.3 Poisson szamnal,
6(1+v) 2 ) .

Ke = T(a/ L)*=0.78(a/ L)* =0.0506 , h0 (Timoshenko modell): 0.006362 mm.

Ha az X iranyaban hato F, =100N eredével rendelkezd eré parabolikusan oszlik meg a keresztmetszetben,
akkor nyilvanvaloan e miatt a sulypont elmozdulasa kisebb lesz (8. 4bra), mint amit a koncentralt erd
réhelyezésekor  kaptunk (7. 4bra). Radelmélet szerint u, =F, -L°/ (31,E)=0.006055, ahol,

I, = a’n/12 =106666.66 , 3D-s megoldas U, (3D) =0.006303 mm

uy in1bne§m 3 for distributed surface parabolic load in x direction at 2=0 uy in%egm 3 for distributed surface parabolic load in x direction at 2=0
X X
6.31 6.31 -
Section parameters a=40, b=20 mm FEM 3D : —0- Section parameters a=40. b=20 mm
L s s i o T 63 P T
esultant forge Fy= ‘-
X Resultant force Fy=100 N
6.29f 1 8.29F  Hierarch6 : -
B e s it it sk L —
i @ - - --o--8--0
6.28 i 6.28
e’
g 6.27 — g 627
= Hierarc hg 1 — - + — - = i [,
> 608 = 606 Hierare h5 : +
Hierarchd 1 - —0 — - Hierarc h4 @ = =0 - -
825 625 Hierarc h3 : -
Hierarch3 : -
6.24 6.24
Hierarc h2 - - . Hierarc h2 : - .
6.23 L 6.23
6.22 - L } L 6.2 . L
[:] 6.5 7 75 8 85 9 9.5 10 %5 8 8.5 9 9.5 10 105
In(NDOF) In(NDOF)

8. abra. Konvergencia diagram a 3. terhelés (a véglapon parabolikusan megoszl6 terhelés hat, eredéje
F, =100N) esetén.

Vizsgaljuk a 2. tablazat 5. és 6. terhelésnél kapott z=0 sik sulypontjanak elmozdulasat.

Terhelés 5 esetén az x=-a/2 sikon nyomés, az x=a/2 sikon htiz4s hat. A terhelés intenzitasa 0.5N / mm® .



Rudelmélet  szerint Uy = py ;.- L /(81,E)=-0.07134. It Py in = 2Py -D=10N/mm.  Nyirds
wyir = Prtin” L /@8I, E)1+k,)=0.07616, ahol v=03 Poisson szimnal,

k, =1.04(a/ L)’ =0.0644, [17, 156. oldal]. A 3D-s megoldas u, (3D)=-0.07571 mm. /Az 5. &ba szerint
X=-X,y=-Y /. A konvergencia eredményeit a 9. abra tartalmazza.

figyelembevételével, u

A 6. terhelésnél az y= -b/2 felilleten nyomas hat 0.25N/mm’ intenzitassal. Rudelmélet szerint
o = P, L /(81 E)(1+k, ) =0.1451, ahol
v =0.3 Poisson szamnal, k, =1.04(b/ L)? =0.01685 [17, 156. oldal]. A 3D-s megoldas U, (3D) =-0.143 mm.

/Az 5. aba szerint X=-X, y=-Y /. Vonalmenti megoszl6 terheléssel (10 N/mm), hO (Timoshenko modell):

0.1451 mm. A konvergencia eredményeit a 10. abra tartalmazza.

A 11. abra h6-os modellnél, p=6 os approximaciot hasznalva, kiilonb6z6 szamua végeselemet felvéve jol mutatja
a megoldas konvergenciajat a 6. tipusu terhelésnél. Mar 16 elemnél a megoldas gyakorlatilag azonos a 64 elemes
megoldassal. Tehat nincs értelme 16 elemnél siiriibb felosztast hasznalni.

u, =p, -L' /(81 E)=-0.1426 . Nyiras figyelembevételével, U

Uy, in beam 3 for distributed surface load 5N/mn in surfaces x=—20 and x=20 u, in beam 3 for distributed surface load SN/mnt in surfaces x=—20 and x=20
_0.0744 - - . . ; ~0.0744 —seeron paramelers a=4U, G=20 mm
Section parameters a=40, b=20 mm i —
00746 _0.0746 Hierarch2 : - .
Hierarc h2: - .
—0.0748 il -0.0748
Hierarc h3: -
= 1 = 0075
E -0.075 Hierarchd: - —o - - g Hierare b3 - —
T Hierarc h5: - -+ - - = Hierarch4 : - -0 - -
S 00752 T 3 _0.0752
a HigrarchS @ = - 4 - =
-0.0754 0 ye o -0.0754 STTTEIINIEIYNLS
- T e
-0.0756 FEM 3D : —o-
-0.0756 . — .
e, FEM3D:-0- | —_— T
-0.075 .
-0.0758 - . - . - %.5 8 85 g 10 105
=] 6.5 7 75 8 8.5 9 9.5 10
IniKIDIEY lntNDOF]
9. abra. Konvergencia diagram az 5. terhelés esetén.
u, in beam 3 for distributed load 0.25 Nimm? in the surface y=-10 mm u,, in beam 3 for distributed load 0.25 N/mm?® in the surface y=-10 mm
01414 . - - - Vi = T
Section parameters 4=40, h=20 mm Section parameters a=40, h=20 mm
01416 T N \ -0.1414 Hierarc h2 : - .
T -0.1416
-0.1418 S Hierarc ha : -
N -0.1418 :
-0.142 Wy _ Hierarc hd: - -0 - -
E Bo-0 E 0142
£ _01422 . " R SO E & ----p--8--0-8
> Hierarc h2 @ - . 3 _n4422 o
_0.1424} Hierarch3 : - Hierareh5 @ - — 4 - -
-0.1424
Hierarchd : = <0 «
-0.1426 01426
Higrarch5: - - + — -
-0.1428 -0.1428
FEM 3D : —o- FEM 3D : —-o-
_0.143 L L o . . . . . . . .
=] 6.5 7 75 8 85 9 9.5 10 0'14\3_5 8 85 Q9 95 10 105
In(NDOF) In{NDOF)

10. abra. Konvergencia diagram a 6. terhelés esetén.



A fent bemutatott szamitasokbol az alabbi altalanos kovetkeztetések vonhatok le.

A Kklasszikus radelmélet (Bernoulli hipotézis) kisebb értéket ad, mint a Timoshenko nyirasi energiat figyelembe
vevo megoldas. A 3D-s végeselemes megoldas a hierarchikus megoldasokat meghaladja, de mindig kisebb, mint
a Timoshenko féle megoldas, vagyis a Timoshenko féle fels6 korlatot szolgaltat.

Erdekessége a szamitasoknak, hogy ha a hierarchikus h0 modellben csak a o, = E&, egyszerii Hooke torvényt,

5 .
illetve a nyir6 fesziiltségek vonatkozasaban 7, =EG7/i3, 1=12 0Osszefliggést hasznaljuk (Iényegében a

Timoshenko féle modellre alapozva épitjiik fel a végeselemes modelliinket), akkor a nyiras figyelembevételével
alkalmazott klasszikus formulak eredményeihez jutunk. Ha a hl modellnél az altalanos Hooke torvényt
hasznaljuk, akkor lényegesen kisebb elmozduldsokat kapunk. Ez nyilvanvald, hisz ennél a modellnél az

elmozdulasok kozelitésébél adédéan, nem szamolhato o,,0, tovabba 7,,. Ugyanakkor most
E(-

o _EC)
1+v)1-2v)

0.743 szorosa a o, = Ee, Osszefliggéssel kapotthoz képest.

& =1.3461E¢,. EbbGl adodoan a rendszer merevebb mint a valdsag, tehat az elmozdulas ~

A magasabb hierarchikus modellek természetesesen az altalanos Hooke torvénnyel dolgoznak, és az elmozdulas
kozelitéséb6l adoddoan mar mind a fesziiltség vektor 6 tagja meghatarozast nyer. Az is latszik, hogy a hierarchia
szintjének ndvekedésével az elmozdulasok nének (Itt mindig az abszolut értékrél beszéliink).

IiY in beam 3 for load case 6
-0.137

-0.138
MNumber of elements : 4:- -

MNumber of elements : 9:- .

-0.139f, Mumber of elements : 16, -
\ MNumber of elements : 25:- -0 - -

£ 014 ', Number of elements : 36:- .
=5 - Number of elements : 49— — + — -
, Number of elements :64:— .
-0.141 i
0142 et

01 X . X . X
5 7 75 & &85 9 95 10 105
In(NDOF)

11. abra. h6-os modell konvergenciaja a 6. terhelésnél.

Ezek utan ratériink a fesziiltségekre kapott eredmények elemzésére. Mindegyik terhelést nem nézziik itt meg,
csak az 5. és 6. terhelést.

Terhelés 5:

p, =0.5MPa intenztast terhelés miikddik az x= -a/2 és az x=a/2 feliilleten (X iranyban hatnak, azaz x= -a/2
feliileten, mint nyomo fesziiltség, az x=a/2 felilleten, mint huzo fesziiltség).

A 12. dbra a oy, 7, fesziiltségek megoszlasat mutatja kiilonbozd hierarchikus modelleknél. Nagyon jol latszik,
hogy a o, megoszlasa a h3 modellnél sem elégiti ki a dinamikai (fesziiltségi) peremfeltételt, a z,, megoszlasa

mindegyik modellnél hasonl6 lefutdst, az x=-20 és x=20 peremeken gyakorlatilag zérus érték.
A 13. dbran a o, normalfesziiltséget lathatjuk. A klasszikus elméletbdl ismert linearis megoszlast kapjuk.



Mum=5, In the 11st section, beam 3: a=40b=20,L=157 mm, model h2

MNume=35, In the 11st section, beam 3: a=40b=20,L =157 mm, model h3

o, [MPg]
T3 [MPg]

Num=3, Inthe 11st section, beam 3: a=40,0=20,L=157 mm, model h4 Num=5, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model h4

o, [MPg]




Num=5, In the 11st section, beam 3: a=40b=20,L =157 mm, model h5 MNum=5, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, madel h5

MNum=5, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model hé Num=5. In the 11st section. beam 3: a=40 b=20.L =157 mm. model h&

12.4bra. oy, 7,, fesziiltségek megoszlasa az 5. terhelésnél (modell h3, h4, h5, h6).

Mum=5, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, moadel h&

o, [MPa)

_in0 =20 * [mm]

13.4bra. o, fesziiltség megoszlasa az 5. terhelésnél a Z=L/2 metszetben.



Terheleés 6:

p, =0.25 MPa nyom¢ fesziiltségként hat az y=-b/2 feliileten

Num=6, In the 11st section, beam 3: a=400=20,L=157 mm, model h2 Num=8, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model h2

£
= 04
H Ton
] -\q—’h"""—-._\__ -10 5
T
y fmm) ~to” 20 x[om y Iy ~o- 2o Xl

Num=§6, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model h3 Mum=6, In the 11st section, beam 3: a=40b=20,L=157 mm, model h3

1,, [MPa]
o, [MPa]

7, [MPa]
o, [MPg]




Num=6, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model h5 Num=8, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model hs

7,, [MPa]

MNum=6, In the 115t section, beam 3: a=40b=20.L=157 mm, model h&

7, [MPa]
o, [MPa]

14. 4bra. 7,,, o, fesziiltségek megoszlasa a 6. terhelésnél (modell h2, h3, h4, h5, h6).

Itt a 7,, peremfeltételt kielégitd megoldasa csak a h5 — h6 modellnél figyelheté meg, o, esetén a h4-es modell,

mar nagyon jol kielégiti a fesziiltségi peremfeltételeket (lasd 14. abra). A legpontosabb megoldashoz a h6-nal
jutunk. A tengelyirany( fesziiltségek a h5 és h6 modellnél a 15. abran lathatéak. Ezen abrak a Z=L/4 sikban
keletkez6 fesziiltséget mutatjak. A maximalis érték 2.937 MPa (h5-nél), mig a h6 modellnél 2.952 MPa.

Klasszikus rad modellnél 2.889 MPa-t kapunk. A Z=3L/4 sikban h6-nal o, . =26.02MPa.

3D-s végeselem programmal (StressCheck) a feladatot megoldva a o, = o, fesziiltség a Z <3L/4 szakaszon a
16a. abréan lathato, aminek maximuma o, . =26.03 MPa. A program p=8-al futott le, az ismeretlenek szama
20808. A o, =0, fesziiltséget a 16b. dbra tiinteti fel. Jol latszik, hogy a befelazds hatésa (peremzavaris), a rud
negyed hosszara terjed ki.

A o, fesziiltség vonatkozasaban a kiilonboz6 modelleknél kapott megoszlasokat a 17. abra tartalmazza. Elvileg
az x=-20 és x=20 peremeken zérus fesziiltséget kellene kapnunk. Ez, lathatéan csak a h6-nal teljesiil.

Persze ezek a fesziiltségek a o, -hoz képest elhanyagolhatok, ami a ridelmélet gyakorlati alkalmazhatosagat
is igazolja.

Megjegyezziik, hogy a befalazas kornyezetében Z =L helyen a normal fesziiltségek jelentésen megnének. A h6
modellel a redukalt fesziiltség 67.5 MPa értékre “kuszik fel”, holott a ridelméleti csak oy =46.7 MPa.

Ennek a kornyéknek a pontos fesziiltségallapotat csak 3D-s modellel lehetne kiszamolni, a hierarchikus
radmodell erre mar alkalmatlan. A 16c. abra szerint a befalazasnal jelentkezd szingularitasok miatt jelentkezd
fesziiltségi csics o3, =125.7 MPa. Ez azonban fiigg a polinom fokszamétol és a halé megvalasztasatol. A

szingularitasok miatt a fesziiltség nem véges szam, tehat nem lehet a szamitasok célja. A matematikai modellek



megvalasztasanal mindig figyelembe kell venniink a szamitasok céljat, amelynek véges szamnak kell lenni. A
jelen esetben pl. a befalazasnal ébredé eréket és nyomatékokat pontosan szamithatjuk. A hierarchikus
radmodelleknél a hierarchia szintjével ndvekedik a megadhatd peremfeltételek szama. Pl. a befalazas helyett az
elmozdulasok integraljat vehetjiikk zérusnak. Ebben az esetben a szingularitdsok nem jelentkeznek és a
fesziiltségek véges szamok.

Num=6, In the 11st section, beam 3: 2=40,0=20,L=157 mm, model h5 Num=6, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model h6

o, [MPa]
o, [MPa]

-20 x [mm]

y [mm] -10 . ¥ [mm _i0 =20 * [mm]

15. 4bra. o, megoszlasa a z=L/4 sikban (modell h5, h6) a 6. terhelésnél.
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o, [MP4]

o, [MPa]
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16. 4bra. a), €) o, fesziiltség, b) o, megoszlasa a prizmatikus tartoban 3D-s megoldasnal a 6. terhelésnél.

Mum=6, In the 11st section, beam 3: a=40 b=20,L=157 mm, model h2

Mum=8, In the 11st section, beam 3: a=40b=20,L=157 mm, model h4



Num=8, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, madel h5 Num=6, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,L=157 mm, model hé

—10 -20 x [mm] _ig -20 x [mm]

¥ [mm] y [mm]

17.abra. 7, fesziiltség megoszlasa a 6. terhelésnél (modell h2, h3, h4, h5, h6).

3.2 Gorbe tarté esete (18. abra)

Geometriai adatok: R, =100 mm, a=40 mm, b=20 mm. Anyag linearisan rugalmas, homogeén, izotrop.
Anyagallandok: Rugalmassagi modulus E =2-10° MPa , Poisson szam v =0.3.

4 y
X < EEZ1 w@jb

T<Q<3r

R=R,-al2 R =R ,+a/2

18. abra. Gorbe tartd geometrija, a globalis XYZ koordinatarendszer, ill. a lokalis xys koordinatarendszer. A
@ =3r sik befalazott.

Terheléseket a 3. tablazat foglalja magaba. Koncentralt er6k és nyomatékok miikddhetnek a gorbe rid o =7

metszetében annak sulypontjaban. (1-3 terhelési esetek), ill. a helyi gorbevonalu x,y,s koordinatarendszerben
értelmezett feliileten megoszlo terhelések is hathatnak, 5., 6. terhelési eset.
Az 5. terhelés a bels6 R =80 mm sugart hengeres felilleten hat mint nyomoé fesziiltség, azaz -X irdnyaban

mikodik. A 6. terhelés a Yy =—b/2 feliileten hat felfelé, azaz Z (y) iranyaban, tehat itt is nyomas hat a testre.



R R | Rw | M, | B | P
[Nmm] [N/mm~2] [N/mmA2]

1 5000

2 200

3 -100

4 10 N/mm

5 -0.625

6 0.25

3. tablazat: Gorbe tarto terhelési adatai

A kiilonb6z6 terheléseknél kapott konvergencia diagramokat a 19-21. 4bra tartalmazza. Itt a StressCheck
végeselem programmal [15] kapott 3D-s megoldas eredményei is fel vannak tiintetve. A diagramok jol
érzékeltetik a megoldas gyors konvergenciajat.

Terhelés 1, 2:

u,, in curved beam for load case 1: M,=5000 Nrmm

u [mm]

9.5

L.IZ in curved beam for load case 2: Fz=200 N

045
Secti i =40, b=20
ion parameters a=40, MM CEMAD: —on
044} G———® o o o |
0431 -
e e S
-
o

042

Hierarc hé : -
04T Lierarc h§ : - — 4 — —

04l Higrarc hd : - -0~ —

Hierarc h3 : -
0.39F  Hierarch2 : -
0386 6.5 7 75 8 85 9 9.5

In(NDOF)

19. abra. Konvergencia diagramok 1,2. terheléshez tartozoan

-0.0145 N
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40.014-86 6.5 '.-' T-"I.S 8 8:5 9
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Terheles 3:
u, in curved beam for load case 3: F‘=_100 N
-0.0142
Section parameters a=40, b=20 mm
-0.0143
00144 e
-0.0145
— [~% '
£ -00148 B T
E o= - :‘-\—Bhu:;+—_+
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00151 P— —
: [} 6.5 7 75 8 85 g 9.5
In(NDOF)
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U, [mm]

u

in curved beam for load case 3: (parabolic Fx=_1on M

X

-0.0142
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-0.0149

Higtarc hé @ -

-0.015 FEM 3D
Too-
~0.0151 - PSS S— S——
. 6 6.5 7 75 8 85 g
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b)

20. abra. A 3. terheléshez tartozo konvergencia diagram a) koncentralt erd, b) a véglapon parabolikusan

megoszl6 -X irdnyu terhelés miikodik, amelynek ereddje Fy

—100N .

9.5



Terhelés 5, 6:

u, in curved beam for load case 5: Radial distribited load in R u in curved beam for load case 6: Surface load
-0.42 35 -
Section parameters a=40, b=20 mm
FEM 3D : -0~
34 i L3 £ l
-0.425F
Section parameters a=40, b=20 mm 33
PR '-o_G‘E- T
_ _omal e _ - 3.2
E e S E 4| Hierarche:-
> 7 . [ I
E Hierarc h2 : - . = Hierarch5 : - — + — -
-0435]  Hierarch3 : - 3
Hierarc hd : - - 0 - - Hierare hd 1 — - 0 - -
Higrarch5: = = 4 = = 28 Hierarc h3: -
0441 Higrarch6 : - . Hierarc h2 -
o . FEM3D:-o pg| Herach2:-.
- 1 i i 1 2_? 1 1 1 1
0'4456 7 8 9 10 1 & 7 8 9 10 1
In(NDOF) In(NDOF)

21. abra. Konvergencia diagramok az 5, 6. terheléshez tartozodan.

Rudelmélet alapjan, [18, 301. oldal] az elmozdulasok a rad terhelt keresztmetszet sulypontjaban (1. és 3.
terhelésnél)

Ry R, Ry
UY :IX—E[F\(ROBﬂ'—MZZﬂ'] v Xz ZIX—EMZZﬂ', UX ZIX—EFXﬂ'
Osszefiiggésekkel szamolhatok. llletve a 2. terhelésnél [19, 253 oldal] szerint
R’ R}
u, = % F, 37T+ﬁ F,7=0.4526 mm, ahol |, =73183 mm* torzitdsi mésodrendii nyomaték /a [19] 136.
T X

2
oldalon 1év6 képlettel szamolt érték/. Esetiinkben 3. terhelésnél U, = % Fy 7 =0.0147 mm,

X

2
1. terhelésnél U, = —%[M , 27[] =-0.0147 mm . Megjegyzendd, hogy ennél a terhelésnél a hO (Timoshenko
X

modell): -0.01444 mm értéket ad.

A fenti szamitasok jol mutatjdk mindegyik terhelésnél a hierarchiai szint emelésével konvergalunk a 3D-s
megoldas felé. A 3D-s megoldashoz viszonyitva az eltérés igen kicsiny, gyakorlatilag kisebb mint 5 %.
Lathatoan a klasszikus rudelméleti modellek sikbeli alakvaltozasoknal jo kozelitést adnak, de a 2. terhelésnél
amikor test elmozdulasai kilépnek a kezdeti sikjukbol, mar nagyobb elmozdulast kapunk mint amit a mi
modelliink és a 3D-s modell szolgaltat.

A kovetkez6kben, az egyes modelleknél kiszamolt fesziiltségeket fogjuk analizélni kiilonbdz6 terheléseknél.
Kezdjiik viszgalatainkat a Terhelés 2-vel.

Terhelés 2: Ennél a terhelésnél a @ = 7z hez rendelt végkeresztmetszetben fiigg6legesen Z iranyaban

F, =200 N er6 mikodik.

Kiilonleges helynek bizonyul a @ =37/2 keretszmetszet. A szobanforgo @ =37 /2 metszetben az
F, =200N terhelés a cstsztatd fesziiltség szempontjabdl nyird és csavard igénybevételt szolgaltat, mig a
o,normal fesziiltség szempontjabol a x koriili hajlitasrol besztélhetiink. A normalfesziiltségeket illetéen nincs

kiilonbség az alsd és fels6 hierachikus (h2, h5) modellek eredményei kozott (lasd 22. abra). A csusztatd
fesziiltségeknél azonban mar mas a helyzet. A 24. dbra szerint a 7,, egészen jol kozelitett, hisz az x= -20, 20

peremeken zérus kell, hogy legyen, ami a h4-nal mar egész jol teljesiil. A 7,, fesziiltség az y=10, -10 peremeken
zérus kell, hogy legyen, ezt a legjobban a h6-os modell tudja teljesiteni (a h4, h5-nél ezek integralja az x mentén



zérus). Az ered csusztatd fesziiltség lefutasat a 22. abran talaljuk a h6-os modellnél. Elvileg a keresztmetszet
sarokpontjaiban zérust kellene, hogy kapjunk, ez azonban csak kis hibaval teljessiil.

Num=2, In the 11stsection, a=4-ﬂ,h=20,F10=1 00 mm, model h2 Mum=2, In the 11stsection, a=40,h=20,F10=100 mm, model hS

o, [MPa]

10 -20 % [mm]

—
_K - -
_10 -20 X [mm]

y [mm]

22.4bra. g, normal fesziiltség megoszlasa a 2. terhelésnél (modell h2, h5) a @ =37 /2 metszetben, ill.

Ty = 41'123 + 1'223 fesziiltség a h6-os modellnél.

A redukalt fesziiltség maximum a ¢ =37z /2 metszetben o, =14.31MPa (3D modell o,, ~14MPa), a ¢ =27
metszetben o, =24.99MPa, 3D-nél o, =18.20MPa . A redukilt fesziiltség megoszlasat a 23. dbra mutatja

3D-o0s megoldasnal.
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23.4abra. o

oq redukalt fesziiltség megoszlasa a 2. terhelésnél (3D modell).

Num=2, In the 11st 9ection,a=4-ﬂ,b=2ﬂ,ﬂo=1ﬂﬂ mm, model h2 Num=2, In the 11st section, beam2:,a=4-ﬂ,b=2ﬂ,F!o=1m mm, model h2

t,, [MPa]

0

_10 =20 * [mm] ¥ ] _10 -20 * [mm]

Mum=2, In the 11stsection, beam2:,a=40,b=2ﬂ,ﬁo=1m mm, model hd

y [mm]
Mum=2, In the 11st sectian,a=4-ﬂ,b=20,ﬂo=1ﬂﬂ mm, model h4




Num=2, In the 11stsection, a=40,b=20,R =100 mm, madel h5 Num=2, In the 11s1section, beam 2:,a=40,b=20,R =100 mm, model h§

7, [MPa]

_16 _20 x [mim]

y [mm]

Num=2, In the 113t section,a=10,b=20,R ;=100 mm, model hG Num-=2, In the first section, beam 2:a=40,b=20,R =100 mm, model h6

_10 -20 % [ram]

- x [mm
y [mm] -10 20 (e} y [mm]

24.4bra. 74, T,, fesziiltségek megoszlasa a 2. terhelésnél (modell h2, h4, h5, h6) a ¢ =37 /2 metszetben.

Terheleés 3:

Mum=3, In the 11stsection, a=40,b=20,F10=100 mim, model h2 Mum=3, In the 11stsection, a=40,b=20,ﬂ0=100 mm, model hS

o, [MPa]

e 5
5 - -
- * [mm -20 * [mim]
y mm] -1 20 from} y fmm) ~10

25. 4bra. o, fesziiltség megoszlasa a 3. terhelésnél (modell h2, h5).

A gorbe tartok klasszikus elméletébdl ismert Grashoff-féle formula alapjan jol emlékeziink arra, hogy a normal
fesziiltség megoszlasa mar nem linedris. Ezt jo1 érzékeljilk a 25. abran. A kétfajta hierarchikus modell (h2, h5)

eredményei gyakorlatilag azonosak. A redukalt fesziiltség maximum a @ =3z /2 metszetben van, ennek értéke
0, =2.19MPa (3D modell o, =2.31MPa), a ¢ =27 metszetben o, =0.477MPa, 3D-nél o, ~0.5MPa .

A 3D-s modell eredményei a 26. abran lathatoak.
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26.4bra. o, redukalt fesziiltség megoszlasa a 3. terhelésnél (3D modell).

Terhelés 5:
Ennél a terhelésnél a belsd palaston radialis iranyban hat a feliilleten megoszlo p, =—0.625 MPa intenztitast

terhelés. A 0,735,0,,0,, fesziiltségek @ =37 /2 metszetbeli megoszlasit a 27. abra tiinteti fel.

Num=5, In the 11st section, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model h6 Num=5, In the 11st section, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model h6

o, [MPa]
7, [MPa]

y [mm]

y [mm]

Num=5, In the 11stsection, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model h6 Num=5, In the 11st section, beam 2: 8=40,b=20,R =100 mm, model hé

% [mm]

y [mm] y [mm]

27.4bra. @ =37 /2 keresztmetszetben o3, 7,5,07,0,, fesziiltségek megoszlasa.



Minthogy a 7, fesziiltség az x =20 és x =—20 peremeken zérus kell, hogy legyen, ezt a h6 modell teljesiti. A
o, vonatkozasdban a h6-os modell teljesiteni a o; =—0.625 MPa peremfeltételt az x=20 (R=80mm —es
hengeres palaston), ill. a o, =0 fesziiltségmentességet a kiilsé hengeres palaston, (x =—-20, R =120 mm). A
redukalt fesziiltség maximumot a @ =27 metszetben kapjuk, értéke 44.11 MPa, 3D-nél 48.29 MPa. A teljes

modell felilletén 3D-s megoldasanal a 28. abra mutatja annak megoszlasat. Természetsen az “also” hierachikus
modellek a dinamikai peremfeltételeket rosszul elégitik ki. Jo eredményeket csak a h3 feletti modelek

szolgaltatnak.
StressCheck v10.4
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28.abra. o

o redukalt fesziiltség megoszlasa az 5. terhelésnél (3D modell).

Terhelés 6:

Ennél a terhelésnél a Z iranyban hat az alsé feliileten o, =-0.25 MPa megoszl6 terhelés.

A test elmozdulasa hasonld a 2. terhelésnél kapottakhoz, azaz eredeti sikjukbol kilépnek a pontok Z iranyaba. A
riadeleméletnél hasznalatos fogalmakkal x tengely koriili hajlitas, s tengely koriili csavaras és y iranyt nyiras 1ép
fel, az s mentén valtozo értékekkel. Ezek koziila ¢ =37 /2 metszetben a o, lefutasat lalhatjuk,a ¢ =57/2
metszetben a redukalt fesziiltség megoszlasa van dbrazolva a 29. abran.

Mum=6, In the 11stsection, beam 2: a=4-0,b=20,F10=100 mm, model h4 Num=6, In the 11st section, beam 2: a=40,b=20,F10=100 mm, model hé

o, [MPa]

10 -20  x[mm] -5 )
y [mm] 10 ¥ ) 1o -20  X[mm]

29.4bra. o, fesziiltség megoszlasa a 6. terhelésnél (modell h4, h6) a @ =3z /2metszetben.

Ennél a terhelésnél a befalazasnal keletkezik a legnagyobb redukalt fesziiltség a keresztmetszet elmozdulasanak
megakadalyozasa miatt. Itt minden a modell pontjaban az elmozdulés zérusnak van felvéve. A h6-0s modelliink
290 MPa maximalis értéket szolgaltat (1asd 32. abra), mig a 3D-s modell 314 MPa-t.

A 30. dbra a ¢ =57/2 metszet o,, megoszlasat tiinteti fel, a 31. abra a 3D-s modell eredményét mutatja a
teljes szerkezet lathato feliiletén. A maximalis redukalt fesziiltség a befalazas belsé sarokpontjaiban 1ép fel.

Lathatoéan a h6-os modell és a 3D-s modell eredményei igen kozel vannak egymashoz, jol igazolva, hogy a
hierachikus megkozelitések sorozata biztosan konvergal a 3D-s hez.



Mum=8, In the 11stsection, beam 2: a=¢ﬂ,h=20,F§o=1 00 mm, model hé

 [mm] -0 20 x[mml

30.4bra. o, redukalt fesziiltség megoszlasa a 6. terhelésnél a @ =57 /2 metszetben (modell h6).
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31.4abra. o

oq redukalt fesziiltség megoszlasa a 6. terhelésnél (3D modell).

MNum=6, In the 11stsection, beam 2: a=40,b=20,F1°=100 mm, madel hé

_20 ¥ [mim]

y [mm] -1
32.4bra. O, redukalt fesziiltség megoszlasa a 6. terhelésnél, h6 modellnél a befalazasi keresztmetszetben.



3.3 Prizatikus rud és gorbe tarté valtozo anyagallandok esetén

Tételezziik fel, hogy a rtd keresztmetszetében a Young modulus X irdnyaban valtozik, nevezetesen

E=E(x)=E1+Ez—Erln|x|m (63)

(al2)
ahol E, a keresztmetszet kozepéhez tartozo Young modulus, mig E, a széleken mért érték. Itt m a véltozas

meredekségével kapcsolatos.
Szamitasainkban E, =2-10° MPa, E, =2E,. Kiilsnbdz6 m értékeinél kapott elmozdulasok és fesziiltségek

természetesen jelentSsen kiilonboznek az E, = E, hez tartozo esethez képest. A v Poisson-féle szamot
allandoak tekintjiikk, v =0.3. Megjegyezzik m=o -nil E = E,.
A térbeli fesziiltségallapotban a D anyagallandok matrixanak elemei izotrop esetben

D __ (=B b, -D,-D,-D,-Dy-—E
11 22 33 (1+ V)(l— 2V) ! 12 21 13 31 23 32 (1+ V) (1_ 2V) ’
Dy =Dy =Dy =—— =G (64)

%20y

A 6. terhelési esetet kiragadva a o, fesziiltség megoszlasat fogjuk bemutatni, prizmatikus tartonal a Z=L/4
helyen, a gorbe tartonal o =37/2 metszetben.

Num=6, In the 11st seclion, beam 3: a=40,b=20,R =100 mm, model h6 Num=6, In the 11st section, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model hé

E,=E

Num=6, In the 11stsection, beam 3: a=40,b=20,F§0=100 mm, model hé Num=6, In the 11stsection, beam 2: a=40,b=20,ﬁ0=100 mm, model hé

o, [MPa]




Num=6, In the 11st section, beam 3: a=40,b=20,R =100 mm, mode! h§ Num=6, In the: 11slsection, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model h6

o, [MPa]
o, [MPa]

o, [MPa]
o, [MPa]

Num=6, In the 11slsection, beam 3: a=40,b=20,R =100 mm, model h6 Num=6, In the 11st section, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model hé

o, MPa]

10 =20 * [mm]

a) E,=2E, m=6 b)

33.4bra. o, fesziiltség megoszlasa a 6. terhelésnél, h6 modellnél, a) prizmatikus tarto Z = L/4 metszetében,
ill. b) a gorbe tartdé @ =37z /2 metszetében kiilonb6z6 anyagallandok esetén.

A fesziiltség az E, =2E,, m=0.5 t6l kezdddéen m novelésével a széleken a = a/2 helyeken megemelkedik.
Az is latszik, egy adott x helyen y irdanyban a fesziiltség valtozasa linearis. Mivel az anyagtulajdonsag
megvaltozasa miatt a szerkezet merevsége csokken az E, =2E,, m=0.5 allapothoz képest, a tartdo végi

keresztmetszet sulypontjanak elmozdulasa ndvekszik, lasd 4. tablazat.



E, =2E, =4-10° MPa m=0.5 m=2 m=4 m=6
Prizmatikus u, [mm] -0.086 -0.1067 -0.1186 -0.1422

Gérbe tart6 U, [mm] 2.039, 3D:2.20 2.512, 3D:2.8 2.754, 3D:3.1 2.864, 3D:3.12
Max u, [mm] 3.35, 3D: 3.71 4.3, 3D: 4.676 4.5, 3D:5.14 4.75, 3D:5.35

4. tablazat: Valtozo anyagallandonal fellépd tartd végi elmozdulasok a 6. terhelésnél.

A fluggdleges elmozdulast személhetjitk a 3D-s megoldasnal, ill. a h6-os modellnél a 34. és a 35. abrakon.

Stresscheck vio.4
Units = MM/N/SEC/C
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Run=4, DOF=22032
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Scale:6, 384000
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34. abra. 6. terhelésnél m=6 esetben a fiiggéleges elmozdulas megoszlasa a 3D-s megoldasnal.

Displacements for load case 6, m=0.5 Displacements for load case 6, m=6

35 — 5
3 /,' N I,' \\
K AN 4 s N
25 I PP PE PP SPPPPPE , N
—_— /’ N —_— ’ ™
€ ’ ! € 3 :
E o DO SO T E 8 u "
N - \
2 U= N £ ! N
I e 2 ot . .
% Upi- - \ % Upi- - \\\
a3 1t % a N
o Ugi= o 1 uy,- 3
05} S
. 0 T
0 -
05 . ; ; 1 . ; i
0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
s [mm] s [mm]
a) b)
Displacements for load case 6
6
RS S A
p N
// \\
— 4 pN
€ | s
E '\
g 3 ?\\
ﬂé Ug:- \
g 2k .U..- ‘\\
@ 2" >
oyl .
Us:- N
0 R
1 i i i
0 100 200 300 400 500 600 700
s [mm]

<)
35. abra. 6. terhelésnél: a) m=0.5, b) m=6 esetben, ¢) E, = E; esetben a fiiggbleges elmozdulas (U, ) megoszlasa
a h6-os modellnél a kbzépvonalon.



3.4 Kiilonbo6zo rudkeresztmetszet hatasa

Nézziik meg a fent vizsgalt testet a =20, 40,60, 80 mm keresztmetszet alapjanak méreteinél.

Az elvégzett szamitasok konvergencia diagramjait az alabbi abrak tartalmazzak. Mindegyik esetben a 3D-s
megoldas szolgaltatja a legnagyobb elmozdulést, a hierechiai szint emelésével kozelediink a 3D-s megoldashoz.

u, in curved beam for load case 2: Fz=200 N
1.32

LlZ in curved beam for load case 2: Fz=200 N

045
—& = = - i rpoty =t i -
. -6 Lt Section parameters a=40, b=20 mm FEM3D: —o-
13 _—— o o
0.44f o |
1.281 . 1
Section parameters a=20, b=20 mm
L i 0.43) g 1
126 Hierarc h2 : - . =T - o —+
g o-ETTES e e
1.24F . 1
'g Hierarc h3: - T 042f 1
E £ ) .
N122 Higrarc hd : - 0 — - i Hierarc hé : -
= T omf ; 1
12 Hierarc h5: — — + — -
Hierarc hS : - - + — - .
118} 1 04l Higrarch4: - -0 - - |
Hierarc hé : - i .
118} | Hierarc h3 : -
039} Hierarch2: -. 1
114 i
5] 6:5 7 7.5 8 315 9 0386 6.5 7 75 8 85 9 9.5
IniNDOF) In{NDOF)
a) b)
u, in curved beam for load case 2: F =200 N u, in curved beam for load case 2: F,=200 N
0.24 - A
Section parameters a=60, b=20 mm o152 Seclion paramelers a=80, b=20 mm
— ) B
05| Higrarch2 : - .
0.235- RIS IR —
FoT 01481 irarcha - — ]
G___.e——ﬂ——a—o 0148 S |
0.23¢ : Hierarc hd : —— o — - o
—_ . : 0144} g |
E Hierarc h6 : - g Hierarc h§:— — 4 -~ = ° T
E 0225k 1 E g4z
H h5 1 -+ - -
el |-erarc ° * 3 Hierarc hé : -
Hierarch4 : - -0 - - 0141 1
0.22 i ha -
Hierarc h3: - 01381 e ]
Hierarc h2 : - .
. 01361 1
o TSt TR
- 0.134 S
0'216 6.5 7.5 8 8.5 0-13% 65 7 7.5 8 85 9
In(NDOF) In(NDOF)
c) d)

36. abra. Konvergencia diagramok a 2. terhelésnél, a) a=20mm, b) a=40mm, c) a=60mm, d) a=80mm.
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u, in curved beam for load case 6: Surface load
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u, in curved beam for load case 6: Surface load Uz in curved beam for load case 8: Surface load
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37. 4bra. Konvergencia diagramok a 6. terhelésnél, a) a=20mm, b) a=40mm, c) a=60mm, d) a=80 mm.
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Load case 6
a=60

b)

c)

38.abra. A 6. terhelés u, elmozdulasa 3D-s megoldasnal, a) a=20mm, b) a=60mm, c) a=80mm.

3.5 Rugalmas Winkler tipusu agyazas figyelembevétele

Vizsgaljuk a gylrtialka testet, a 2. és a 6. terhelésnél. Feltételezzik, hogy a y=Db/2 felileten
¢ =400 mm/MPa nagysagii Winkler tipust agyazas helyezkedik el. Lattuk a 2.6 alatt, hogy a végeselem
merevségi matrixahoz a (66) alatti C matrixot kell hozzaadni.



Megvizsgaltuk azt az esetet is, amikor a rugalmas testet teljes gyiiriinek tételeztiik fel. Ekkor, az E, v véges
értekei miatt a gylirli vastagsaga mentén dsszenyomodik €s igy nem kapunk a terheléssel p, =0.25 MPa azonos

érintkezési nyomast a Winkler tipust kozeg és a gyiirii kozott. Ha a gyiirii merev volna, akkor az érinkezési
nyomés Py, = P, =CU,, azaz U, =0.625-10°mm. Jelen esetben rugalmas gyiirtivel szdmolva, a kialkulo

u, =u, megoszlasata @ =37/2, 2z metszetekben a 39. dbra mutatja. A sik kdzéppontjaban a
u, =u, >0.625-10°mm . Megnovelve E értékét, a 39b. dbra mutatja az u, = U, megoszlasat, ami lathatéan tart

a merev gyiriinél elvileg kapni sziikséges allandé u, = 0.625-107>mm értékhez.

Num=6, In the 11st section, beam 2: a=40,0=20,R =100 mm, model h§ Num=6, In the 11st section, beam 2: a=40,b=20,R =100 mm, model hé

39.4bra. A gyiirii vastagsagmenti elmozdulasanak megoszlasa ( X =20 a bels6 sugarhoz tartozik),
a) E=2-10° MPa,v=0.3,b) E=2-10" MPa, v =0.3.

A 2. terhelésnél kialakulo fiiggbleges elmozdulést, a nyirderét, a hajlitonyomatékot a 40. abra, mig a 6.
terhelésnél a 41. abra mutatja be. JO latjuk a peremzavaras hatasanak elhalasat, ami jol ismert a Winkler tipusu
agyazassal bird szerkezetekre. Itt az 1,2,3 index a helyi gorbevonali koordinatarendszerben értelmezett
mennyiségekre utal. Jol latszik, hogy az M_ =M, csavaronyomaték a 2. terhelésnél zérusrdl elindulva,
emelkedik, majd elhal, mig a 6. terhelésnél a befalazasnal éri el a legnagyobb értékét. Az M, hajlitonyomaték
mindkét terhelésnél szamottevd. Az 5. terhelésnél a terhelés @ =z sikon vald bevitele jelentds zavarast okoz,
ezt a 6. terhelésnél a befalazas okozza. A 6. terhelésnél végig a kdzépvonal mentén a fiiggbleges elmozdulas
pozitiv, igy a kétoldali kapcsolatosnak feltételezett Winkler kozeg nem valik el a gyiriitél, végig nyomva van. A
2. terhelésnél ez mar nem all fenn. Kb. 50 mm-t6l kezd6d6en a normaélirany( (Z irany() elmozdulas egy kis
szakaszon negativ, vagyis a pontos megoldashoz a testek kozott egyoldalu kapcsolatot feltételezd megoldast kell
alkalmazni [17]. Erre itt nem tériink ki.
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Moments for load case 2
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40. abra. A gyiirti kozépvonalanak elmozdulasa, az eredd belsé erék és nyomatékok megoszlasa a kozépvonal
mentén a 2. terhelésnél.
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41. abra. A gylrt kdzépvonalanak fiiggbleges elmozdulésa, az ered6 belsé erdk és nyomatékok megoszlasa a
kdzépvonal mentén a 6. terhelésnél.

3.4 Csavar rugé példaja (42. abra)

Anyagallandok azonosak a korabbi testeknél megadotokkal, azaz Young modulus E =2-10° MPa , Poisson
szam v =0.3, azaz az anyag linedrisan rugalmas, homogén, izotrop.
Geometriai adatok: R, =100 mm, a =40 mm, b =20 mm. Rugé menetemelkedése H =27 R, =228.68mm,

ami o = 20° -os emelkedési szoghoz tartozik. Terheléseket az 5. tablazat foglalja magéba.
Koncentralt er6k és nyomatékok mikodhetnek a spirdl rad @ =7z metszetében annak sulypontjaban. (1-3

terhelési esetek). Itt kétfajta modon képzeljiik el a terhelést: 1/ koncentralt erd ill.nyomaték formajaban, ill. 2/ a
helyi gorbevonalu X,y,s koordinatarendszerben értelmezett felilleten megoszlo terhelés alakjaban. A nyomaték
linearis normalfesziiltségen keresztiil szamithato, a koncentralt erdk pedig parabolikus megoszlas szerinti feliileti
terheléssel veenddk figyelembe. Latni fogjuk, hogy a kétfajta terhelés ugyanazt az eredményt adja.



a =20°

a)

Spiral beam: a=40,b=20H=228 mm

b)

42. abra. Csavar rugd geometriaja, a) a globalis XYZ koordinatarendszer, ill. a lokalis xys koordinatarendszer, b)
térbeli elhelyezkedése (a @ =37 (fels6) sik befalazott, az also sik terhelt).

Terheles | F, [N] | F,{N] | M

jele [Nmm]
1 5000

2 200

3 -100

5. tablazat: @ = & sikon hato terhelések



Egyszertsitett modellekkel kiilonbozé o szdgeknél a 6. tablazatbeli eredményhez jutunk. Itt =0 és a =20
foknal a 3D-s eredmény is fel van tiintetve.

F, F, =200N | F, Fy F, =—100N | F,

o [fokl [ u, (mm] |u[mm] [, [mm] | u, [mm] | u, [mm] u, [mm]
Rudelmélet 0 0 0 0.4613 -0.0147 0

10 -0.1266 0.0546 0.4701 -0.0611 0

20 -0.2590 -0.1122 0.4979 -0.2153 0
Kirchhoff 0 0 0 0.4526 -0.0202 0 0

10 -0.1276 -0.0822 0.4527 -0.0074 -0.0004 0.0638
(it20) 20 -0.2674 -0.1663 0.4511 -0.2294 -0.0035 0.1337
Timoshenko- | 0 0 0 0.3232 -0.0144 0 0
I rGdmodell: | 10 -0.0397 -0.00117 0.2992 -0.0228 0.0017 0.01984
hO (it21) 20 -0.0572 -0.00222 0.2866 -0.0410 0.0060 0.02859
Timoshenko- | 0 0 0 0.2591 -0.0109 0 0
Il: hl (it22) 10 -0.0332 -0.0264 0.2496 -0.0178 0.0014 0.0166

20 -0.0532 -0.0045 0.2489 -0.0343 0.0054 0.0265
3D (VEM) 0 0 0 0.4420 -0.0151 0 0

20 -0.2654 -0.167 0.4415 -0.2247 0.0037 0.1327

6. tablazat: Fontosabb elmozdulasok kiilonb6z6 elmélet szerint szamolva, a 2. és 3. terhelésnél.

Jol lathato, hogy klasszikus rudelmélet alapjan levezetett (Betti tétel segitségével) eredményekhez kozel allnak a
Kirchhoff elmélet szerint felépitett végeselemes szamitasokhoz. Amint mar korabban is emlitettiik, a hl
hierachikus modell a térbeli fesziiltségallapot feltételezésével dolgozik, de az elmozdulasmezé approximacidja
ezt még nem tudja biztositani, és ilymodon lényegesen kisebb értékeket kapunk, mint a 3D-s megoldas. A
rudelméleti eredményeknél a csavarasi merevséget az egyenes rudak Saint-Venant féle csavarasi feladatanak
megoldasabol vettiik [18,19].

A hierarchikus modellezés néhany eredménye az alabbi részben talalhaté meg.
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43. abra. Az 1. terheléshez tartozo konvergencia diagram; a) koncentralt nyomaték, b) a véglapon linearisan
megoszIo s iranyl terhelés miikodik, amelynek eredéje M, =5000Nmm . Az eredmények 16 elemes p=2-6-0s

megoldashoz tartoznak

A tobbi diagramnal a c), d)-s diagramok 16 elemes p=2-6-os megoldashoz tartoznak.




Terhelés 2.

U in helical beam for load case 2: F =200 N u in helical beam for load case 2: (parabolic =200 N)
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44. abra. A 2. terheléshez tartozé konvergencia diagram; a), ¢) koncentralt erd, b), d) a véglapon parabolikusan

d)

megoszl6 Z iranyt terhelés miikddik, amelynek eredéje F, = 200N .

Terhelés 3:
u, in helical beam for load case 3 F =-100 N Uy in helical beam for load case 3: (parabolic F,=-100 N)
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Uy in helical beam for load case 3: Fx=_100 M

u, in helical beam for load case 3: (parabolic F =—100N)
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45, abra. A 3. terheléshez tartozo konvergencia diagram; a), ¢) koncentralt erd, b), d) a véglapon parabolikusan
megoszl6 -X iranyu terhelés miikddik, amelynek ereddje F, =—100N .

A fenti eredményekbdl kovetkezik, hogy a keresztmetszet sulypontjanak elmozdulasa a koncentralt terheléseknél
és a keresztmetszetben 1. terhelésnél y-ban linedrisan, a 2. terhelésnél y-ban négyzetesen, a 3. terhelésnél x-ben
négyzetesen megoszld (a koncentralttal azonos ereddket adva) terheléseknél gyakorlatilag azonosak. A masik
eredmény, hogy a 44a,b; és a 45a,b diagramokdbdl 1athatéan elegendd a 16 elemre felbontott testet vizsgalni, a
tovabbi sirités az elmozduldsok azonos konvergenciajat adja. E miatt hasznaltuk a 16 elemes felosztast a
kiilonb6z6 hierarchikus modellek konvergencidjanak szamitasanal, 1asd 43-45 ¢, d diagramokat.

Az alabb kinyomtatott fesziiltségmegoszlasok a ¢ =37 /2 sikban értenddk.

Terhelés 2:

MNum=2, In the 11stsection, a=4-ﬂ,b=20,F§0=1 00 mm, madel h2

Num=2, In the 11st section, helical heam:a=40,b=20,Ho=1 00 mm, model hé

o, [MPa]

- X [(mm)|
10 -20 [mm] o] -0 20 X [}

45. o, fesziiltség megoszlasa a 2. terhelésnél (modell h2, h6).

Num=2, In the 11st section, helical: a=40,h=20,Ro=1 00 mm, moadel h2 Num=2, In the 11st section, helical:,a=d-ﬂ,h=20,H0=1 00 mm, model h2

©, [MPa]

a)



MNum=2, In the 11st section, helical: a=40,b=20,F10=1 00 mm, model h2

c)

46. 7,5, 7,5 €5 0, feszilltségek megoszlasa a 2. terhelésnél (modell h2) a @ =37 /2 metszetben.

Nurm=2, In the 115t section, helical beam: a=40,b=20,R =100 mm, model h§ Num=2, In the 11st section, helical beam: a=40,b=20,R =100 mm, model h&

7, [MPa]

_10 =20 * [mm]

y mm]
47. 7,5, 7, €s 0, fesziiltségek megoszlasa a 2. terhelésnél (modell h6) a ¢ =37 /2 metszetben.

A kérdéses keretsztmetszetben a nyirofesziiltségek a —a ridelmélet terminologiajat hasznalva, nyirasbol és
csavarasbol szarmaznak. A h2-es modell igen rosszul adja ki a nyirofesziiltségeket ugyanis a pontos megoldasnal
a 7,; az X==120 peremeken, mig a 7,, a y==+10 peremeken zérus kell legyen. A h6-os modell ezt igen jol

megkozeliti. Mivel a o, fesziiltséget mindkét modell jol adja ki, a redukalt fesziiltségekben nincs nagy eltérés.
A h6-os modellnél a redukalt fesziiltség maximuma ebben a metszetben o, =11.71IMPa (3D modell
0, ~14MPa), mig a ¢ =2z metszethen o, =18.96MPa , 3D-nél o, = 20.54MPa.



Terhelés 3:

Num=3, In the 11stsection, a=40,b=20,F10=100 mm, model h2

Mum=3, In the 11st section, helical beam:a=40,h=20,ﬁo=1 00 mm, model hé

o, [MPa]

y " * [mm]
y [mm] -10 20

48. o, fesziiltség megoszlasa a 3. terhelésnél (modell h2, h6).

Num=3, In the 11st section, helical: a=40,b=20,R,=100 mm, madel h2 Num=3, In the 6st section, helical: a=40,b=20,R,=100 mm, model h4

1, [MPa]
7, [MPa]

Mum=3, In the 11st section, helical: a=40,b=20,F§0=1 00 mm, model h2




Mum=3, In the 11st section, helical: a=40, b=20 ,R0=100 mm, model hd Num=3, In the 11st section, helical beam: a-dﬂ.b-m.Ro-wO mm, madel hé

49. 7,, és O fesziiltségek megoszlasa a 3. terhelésnél (modell h2, h4, h6) a @ =37 /2 metszetben.

A 49. Diagrambol jol lathato, hogy az alacsony hierarchikus h2 modell még jelent6s hibaval adja ki a
nyirofesziiltségeket, ez a redukalt fesziiltségre is befolyassal van. A h4 —es modell mar joval jobb, mint a h2, de
még pontosithatd. A bemutatott eredmények a h6-nal kozelitik meg a legjobban a 3 dimenzidés modell

megoldasat. Ekkor, az y =+10 peremeken egészen jol kielégiil a zérus peremfeltétel a 7, fesziiltségnél.

Kovetkeztetések

Térbeli kdzépvonallal rendelekzé radszerli alkatrészek rugalmassagtani megoldasanak egy lehetséges utjat
vizsgaltuk, nevezetesen hogyan lehet a megoldast pontositani un. Hierarchikus modellek felvételével. A
vizsgélathoz a potencialis energia minimum elvre alapozott végeselemes kozelitést valasztottuk olymddon, hogy
az elmozdulasmezék az un. mezoéfiiggvények (field functions) és iranyfiiggvények (director functions)
szorzatainak Osszegén keresztiil nyernek kozelitést. Az iranyfliiggvények a rid keresztmetszetében felvett
polinomoknak felelnek meg, megvalasztasuk az un. Pascal haromszogben elhelyezett polinomok szerint tortént.
A kidolgozott szamitogépi programban a legmagasabb polinom 6-od foka. Ezzel a h6-0s hierachikus modellhez
jutottunk el. A mezéfiiggvények ugy szintén polinomok, a p-verzids végeselemes kozelités szerint vannak
felépitve. A csomoéponti ismeretlenck a felvett Gsszes polinomhoz tartoznak (ezekkel a hosszmenti linearis
kozelités érheté el), a belsé paraméterekkel tovabbi hatvanyfliggvényeket lehet bevonni a kozelitésbe.
Programunkban maximum 6-od foku kozelitést érhetiink el.

Megadtuk a kiilonb6z6 hierachikus szinthez tartozd végeselemek merevségi matrixanak, redukalt terhelési
vektorainak kiszamitasi Osszefiiggéseit. Konkrét feladatokon (prizmatikus rad, sikbeli gorberad, csavar rugd)
elvégzett szamitasok jol mutatjak, hogy a hierarchikus szint emelésével kapott eredmények a 3D-s megoldashoz
konvergalnak. Kiilon figyelmet szenteltiink a dinamikai peremfeltételek kielégiilési mértékének vizsgalatara. A
prizmatikus rudaknal huzas, hajlitas-nyiras igénybevételnél, a véglapon hatd terhelésnél a h4-es hierarchikus
szint mar igen jo eredményeket ad, a feliileten megoszl6 terhelésnél azonban el kell jutnuk a h5-6s modellig,
gorberudaknal, ha csavaras is fellép, megnyugtaté eredmények csak h5-h6-0s szinteken érhet6k el. A 3D-s
megoldast a StressCheck szamitogépi program szolgaltatta. A csavar rudak vizsgélatdval kapott eredmények
alapjan megallapithatd, hogy a pontosabb megoldasokhoz még magasabb hierarchikus szintek alkalmazasa
sziikséges.

Tovébbi 0j kutatasi irdnyt jelent a jovot tekintve, az egyoldali kapcsolatok figyelembevétele az érintkezési
feladatok témakdrében.

Koszonetnyilvanitas A bemutatott kutaté munka a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovacios Hivatal —
NKFIH, K115701 projekt timogatasaval valosult meg, amelyért a szerzOk koszonetiiket fejezik ki.
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Appendix A: Pascal haromszog alatti fiiggvények

1
X Yy hl
X xy Y h2
X2 Xy xy? y® h3
x Xy xXy? oxy® oy h4
X5 X4y X3y2 X2y3 Xy4 y5 h5
X6 X5y X4y2 X3y3 X2y4 Xy5 y6 h6

Appendix B: [16] alapjan
1. Elmozdulismezok

Vizsgaljunk egy R, sugart hengerfeliiletre ratekert H menetemelkedésti csavar kdzépvonali testet lineéris

rugalmassagtani keretek kozott.
A gorbe test (rad) kozépvonalanak helyvektora a kovetkez6képpen irhato le

r=r() =R, (cos(p) i+sin(p) J) +2H—”¢7k (A1)

ahol a ¢ - a hengerkoordinata-rendszer szoge. Jelolje s a kozépvonalon mért ivkoordinatat. Az s ivkoordinata és
a ¢ kozponti szog kozott a

ds=Rdgp (A2)

T cosa

A Serret-Frenet-féle osszefiiggésekkel a spiralhuzal helyi koordinatarendszerének normalis, binormalis és
érint6 iranyua n, b, t egységvektorai, azaz a kisér6 triéder egységvektorai konnyen eldallithatoak:

2
= H
osszefliggés all fenn, ahol R = (2—j + Rg = &


http://dx.doi.org/10.1080/15376494.2015.1121555
https://esrd.com/

tzﬂza_ia_(”:i_o(—sin(zi+cos¢j)+i_k
& opos R 27R

1ot .
n === =—(cos i +sin j),
K 0S

H . _ _.
b=txn=——=(singi —c03¢1)+ik
27R R
Itt a normalis iranyu gorbiilet azaz a f6 gorbiileti sugar:
_cosfa 1

R, R
ill. az egységnyi hosszra es6 elcsavarodas:
_sin2a
2R,
Fennallnak még az alabbiak is
db
ds
dn

—=—«xt+7b
ds

-7Nn

B1. abra. Spiralis huzal a helyi koordinata-rendszer egységvektoraival.

(A3)

(A4)

(AS)

(A6)

(A7)

A triéder cstcspontjanak elmozdulasat a helyi koordinatarendszerben n,b,t iranyu fiiggetlen elmozdulas

mezdvel Uy, i=12,3, miga szogelfordulasat y;,i=12,3-mal jellemezziik.

A mechanikai allapotot az (X,y,S) gorbevonali koordinatarendszerben irjuk le. Az x és y tengelyek a
keresztmetszet fotengelyeivel esnek egyebe. Itt X és y az n és b iranyt koordinatakat jeloli, mig s koordinata
vonal t irdnyaban haladjon at a rad stlypontjan. A tengelyek irdnyat a felvett koordinatarendszerben
(n,b,t) =(g;,e,,8;) ) egységvektorok jelolik ki. Az ezek iranyaba es6 tengelyiranyu elmozdulasokat jeldlje

u,i=123.



Tehat egy tetszOleges P pont elmozduldsa
u=u(x,y,s)=un+ub+ut=u.e +u,e, +ue, (A8)
2. Elmozduldasmezok végeselemes kozelitése h0 modellnél
A modell felépitésénél Iényeges szerepet tolt be a helyi (n, b, t) és a globalis (i, j, k) koordinatarendszerek
ko6z6tti transzformacio, azaz

=T.cC (A9)

0

ol

ahol C a helyi koordinata-rendszerbeli, ¢ a global koordinata-rendszerbeli vektor,
T, a transzformdcids matrix:

—Cos @ —-sing 0
R
T =||—=|sing —|—=|cosp ==
TRl T22R Y R (A10)
—&sin‘ &cos‘ —
RYORT? R

Megjegyzendd, ha <0, dp <0, akkor R=-R, /cosa <0.

A kozelitést oly modon fogjuk felépiteni, hogy a merevtestszerli mozgasbodl, aminek most hat a szabadsagfoka,
ne keletkezzen alakvaltozas. Ezt Ggy tudjuk egyszeriien elérni, hogy a rud kezdeti, tovabbiakban | jeli
keresztmetszetében 1évo

ar’ =':uox Uy Yoz Xx Xv Xz ], (A1)

altalanositott globalis koordinatarendszerbeli elmozdulas vektorbdl szarmazo merevtestszerli mozgashoz
hozzéaadjuk az I-hez relativan képzett rugalmas elmozduldsokat. Vezessiik be a kdvetkezo jelolést:

p=2—0 (A12)
Py — ¢
Lokalis rendszerben egy tetszéleges ¢ -vel jellemzett helyen

U(ITT =[u01 Uy, U03:| és XL'T :[ X X2 X3 ] (A13)

az elmozdulas és a szogelfordulas vektora. Az elem kdzépvonalanak egy tetszéleges
r=Xi+Y j+Zk koordinataju helyénaz r, = X, i+Y, j+Z, k altal kijelolt | - keresztmetszet mozgasabol
(eltolodasbdl és elfordulasbol)

Ugg = Ug, = 7 (A14)

merevtestszerii elmozdulas keletkezik a globalis koordinatarendszerben, ahol

0 -AZ AY AX =X =X,
QY =|AZ 0 -AX| , AY=Y-Y,, (A15))
-AY AX 0 AZ=2-2,

A fentieket és az (A9)-et figyelembevéve, a helyi koordinatarendszerben a kérdéses r =r(g) pontban a

kdzépvonal elmozdulasa U; és keresztmetszetének elfordulasa 3" a kdvetkezd kifejezéssel irhato le:



] SV o) 0l b0 0(0)-0, 6(0)-0(0)-0 (a6

ahol az els6 tag az |-keresztmetszet mozgasanak hatasat, mig a masodik és harmadik tag az I-hez képesti
alakvaltozasbol szarmazé elmozdulast és szogelforduldsat hordozza. Itt

T, -T,Q
e | o T (A17)
o T

transzforméciés matrix, ®(g), (i)(go) approximacios matrixok, a az elmozdulasi paraméterek vektora, & a

potlolagos allandok vektora. A ®(p)a ésa (i)(¢7)ﬁ tagok az I-dik csomoponthoz viszonyitva a rugalmas
deformaciobol szdrmazé elmozdulést irjak le.
A ®(p) approximécios matrix tekintettel a @ (0)=0 feltételre az alabbi diagonal matrixos alakot Slti

®(¢)=pEg, 0<p<l (A18)

ahol E, =diag[111111]. Célunk az a paraméter vektor eliminalasa a g vektor behozéasa révén. Felirva a J-

keresztmetszetbeli csomoponti elmozdulasvektort

o m T (0, )V () +T (0, )0 (0, ) (A19)

ahol T((/)J ) a transzformacios matrix a globalis és a lokalis koordinata-rendszer kozott a J-dik csomopontban, a

transzponaltja

. | T 0
T = (A20)
0o T

és bevezetvea (' = [ a’ qs$ ]T radelem csoméponti elmozdulés vektora jeldlést, formalisan irhat6, hogy
a=2q (A21)
ahol

Eea — Q" (¢,)
0 E

(33)

Z=R,[-V Egq]. R, ={T"(0)®(p,)} . V§ { } . Egy =diag[111]-

diagonalis egység matrix. Az a paraméter vektorra kapott kifejezés felhasznalasaval annak (A19)-be torténd
behelyettesitésével
L

Lﬂ =G(p)q+D(p)a {ﬂ =G(p)q+®da (A22)

kozelitéshez jutunk. Itt
G(9)=[V**(9)-@(2)R,V;  @(p)R, ] (A23)

A kovetkez6kben az egyszertibb irasmod miatt az



{UOHUO}  o(p)i- i, (A24)
% 4

jeloléseket fogjuk hasznalni. Mivel az | kezdéponttal rendelkezé elemen az ivhossz s =R ((ﬁ -, ) ,

az elem kdzépvonalénak hossza L=R(@, -, ), akkor § =

Tehat az elem kozépvonaldhoz kot6doé elmozdulést és szogelfordulast
u
{ °}=Gq+d)paP (A25)
X

alakban kozelitjiik, ahol bevezetve § =s/L dimenzidtlan mennyiséget és az elem kézépvonalanak L hosszat, |
¢és J-vel jelolve a rid csomopontjait

G, G, G
G= u u — u ' T _ T ~T A26
l:Gzl GZJ:| |:G :| | |:QI qj:| ( )

x

q|T :|:|:U10 Uy, U30:|I [11 X2 /1/3:" :|v qg :|:|:U10 U,y U3o:|J |:Zl o )(3:|J] (A27)

mig a magasabb foku kozelitést tartalmazo tagokhoz tartozo

o, 0
@, = , (A28)
0 @,
§°-5 §°-5 §’-5 0 0 0 0 0 0
®,, =0 0 0 §°-5 §°-5 .. §°-5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 §°-5 §°-5 ..5°-%
(A29)

illetve
T T T

oo <[ap" 2],

al’ =[ai® &} ..ahah el ah aht ekl |,

ab’ =[af’ al® ,..,ab al? al’,..al, alk’ alil,..,al |. (A30)
Az elmozdulas és a szogelfordulas kiilon is felirhato

U, =G,q+®,a",x=G, q+®, a" (A31)
Az s szerinti derivaltakra is sziikség van. Ezek rendre
u . .
{ 0}:G qufI)paP (A32)

%
ahol

G (p)=[V'®(p)-® (p)R,V; @ (p)R, ], (A33)



T, -T,QY-T, (Q“)

V'L — (A34)
0 T,
sing —CoSQ 0
T.Ozdj:djo(?):i | H-'cosé ——|sing 0
ds  Rdg R||27R| T
R, _ R, . _
——-C0s ——=sin 0
TRY RV
_ H -
0 -— R, cosp
2 0 4
- 1| H :
oYf) == — 0 R sing A35
(@) R|2x o> (A39)
-R,cosp —Rysing 0
. do do do do
@ :dgz ((0) _ ((ﬂ)d_§0: ((”) _ 1 _ ((p) 1 1 (A36)

ds Rdp Rde dp dp R(p,—¢) dp L L ©

Appendix C: Alakvaltozasok a h6 modellnél

Fajlagos nyulasok a (3), (4), (13) alatti 6sszefliggések és az alabbi kozelitd fiiggvények miatt

i 4 3 2.,2 3 4
(u,.x U XY AU o XY HU XY +U, Y )
(4) _ 4 3 2,,2 3 4
h™(x,y,s) =| (u,,.X FU, 0 XY HU, L, XY U, XY +u2y4y) ,

4 3 2,,2 3 4
_(u3x4x Uy XY U oo XTY U XY™ +U Y )

i 5 4 3,,2 2,,3 4 5

(u X U XY HU XY U L XY U XY U Y )

(5) _ 5 4 3.,2 2.,3 4 5
h™ (X, y,s) =| (u,sX F U XY U oo XY U, XY +U, XY +u2y5y) ,

5 4 3,,2 2.,3 4 5
_(stsx FU XY H UL XY HU L XTYT HU XY U, Y )

B 6 5 4,2 3,,3 2,4 5 6
(u X% FUs XY AU XY HU o XY+ U XY UL XY +U, Y )

6 6 5 4.,2 3,,3 2,,4 5 6
h®(x,y,8) = (u, . x U, XY AU XY U XY U XY U Xy U )

6 5 4.,2 3,,3 2,,4 5 6
_(uaxﬁx FUs XY U XY U XY U, XTYT U XY U, oY )

a kovetkezok szerint szamolhatok
auil 2 2 3 2 2 3
& = Fl Uy, +2X U, + YUy, +3X7U, 5 +2X YU YU +4x°U . +3X YUpe, + 2xy Upee +YU
4 3 2.,2 3 4
+5X U +4X YUy, +3x°y Upaye +2Xy Upes +Y U

5 4 3,,2 2,,3 4 5
+6X U s +5x YUy, +4x°y Uy +3x°y Upae +2Xy Upeys +Y7 Uy s



auz 2 2 3 2 2 3
&, :_8y = Uy, + X Uy, +2yu2y2 +XU, . +2Xy U, +3y Uy + XU, +2X°y Uy + 3xy Uy +4y U,
4 3 2,,2 3 4
XU, +2X YU, +3x°y U ey +4xy Uy +5y U

4 5
+5xy Uy +6y U,

5 4 3,,2 2,.,3
+X u2X5y+2x yuzXz,y2 +3x°y u2X3y3 +4x°y u2X2y4

e G B = 2R W iy 2 o o,y
+X° U, + xzyu'3X2y +xy° u;Xyz +y? u'aya +x" U, + X7y uéxgy +x°y° U;xzyz +xy° u'3xy3 +y* u'aya
+x° u'3X5 + x“yu'sxl,y +x°y? u;W +x°y? u'SXZyg +xy* u'w, +y° u'3y5
+X°u, o+ x5yu'3xsy +x'y? u'SX‘,y2 +xy° ugxayg +x2y* u'3x2y4 +xy° u;xys +y° u;ye)
—i(u — 7Y+ U X+ XU, + XY U, + YU

R1 01 3 1x 1% 1xy 1y?
+x° U+ xzyu1X2y +xy° U + y? U + xtu,+ x3yulxay +x°y? Upe s + xy® Uy + y! U
+X°U o +x"y Uye, + x*y? Uy + x2y® Upes + xy* Uy + y® Uys
+X°U o+ x5yu1X5y +x'y? Uy e + xy® Uy s + x2y* Upee + xy® Us + y® us) }

(C1)

mig a fajlagos szogtorzuldsok
oy oX
2 2 2 2

+X ulxzy+2xyu1Xy2 +3y Uy +3X u, s +2xyulXZy YU

V12 :—;(3+xulxy+2yulyz+;53+2xu2X2+yu2xy

3 2 2 3 3 2 2 3
+X u1x3y+2x YUpe +3xy Uy, +4y Uy +4X U, . +3X YUy, + 2%y Upeye YU,
4 3 2.,2 3 4
XU +2X YUy o +3x°y Upepe +4xy Uy, e +5y Us 7
+5x* U +4X°YuU, 3KV U, 42XV U, + Y U
28 2xty 2x3y? 2x2y? 2xy*
5 4 3,,2 2,,3 4 5
XUy +2X YUy +3X°y Upo e +4x°y Upeye +5xy Up,ps + 6y Uyys

5 4 3,,2 2,,3 4 5
+6X U, s +5x YUy, +4x°y Uy +3x°y U + 2Xy Upoys Y U, s



R, ou
Yis = R —x (6__ zu, E31) +6_x3 ==, +2XU , +Y Uy + 3X2U3X3 +2XYU, .+ y? Uy

+

X( /‘{3y+U1XX+XU z+xyu1xy+y2u +XU 3+X yU Xy +Xy U z+y U )

Rl_

2 2 3 2 2 3
T(Ugy + 2o X+ Uy Y+ XU, + XYU,, + Y Uye +XUye X YU, o +XY°U, o +Y uzyg)
Rl 1 2 2 3 2 2 3
+—Rl xﬁ(u“ F20Y = XX XU o+ XY Uy YU, XU FXTYU XY, o Y u3y3)

+R1L%(x4uax4 + xsyuaxgy
—-X

3 2 2 3
+Axu, . + 3X YUy, + 2xy Upero Y Uy

2,,2 3 4
XY U o+ XYU o+ Y u3y4)

Rl 4. " 3 ! 2,2, 3, 4 '
+—_X(x Upe +XTY Upa +XY U0+ XY U o +Y “1y4)

R1 4 3 2.,2 3 4

TR T(XUy 0 +XYU, 5 XY U XY, YU )
R1 4 3,,2 2,,3 4 5

—Rl_ —(x Us +XTYUy o + XY U a0 XY U0 +XYU, o +Y Ugys)

3
+5x* u . +4x yu3X4y+3x y? Uyoye +2xy° Uyero +y! u,,

Rl 5/ 4 ' 342, 2,3 4 5,
+—_X(x Upe XY Upe, + XY U +XTY U o XY U+ YU )

R1 5 4 3,,2 2,,3 4 5
(X Ups T X YU o F XY U 00 +XTY U o0 +XYU, o+ uzys)

Ri_ Ri(xu +x5yu3X5y

4 3,,2 2,,3 4 5
+6x° Ue + 5X YUy, +4x°y Uypae +3x°y Uy + 2Xy Upape Y Uy s

4.,2 3,,3 2,,4 5 6
XY U XY U XY U XY U Y uaye)

Rl 6, 5 ! 4.,2. 33, 2,4 5, 6,
+—_X(x Ups + XY Upe + XY U XY U XY U XY U+ Y0 U G)

R

6
+xyu2“+xyu sty u )

6 5 4,2 3
7(X°U,6 +X YU, +XTYU, op +X y? U0 2y



Rl auZ au3 2 2
V3 =—Ri - (_as +ru1)+—ay = 2 + XU, +2yu3yz XU +2yxu3xyz +3y U,
+ R { (Ugp + 2 X+ Uy Y+ XU, +XY Uy + Y2 U, +X°U YU, +xy2 U, +you )
R1 —x 02 3 2y 2x? 2xy 2y? 2x% 2x%y 2xy? 2y8

2 2
+7[ Ugy = 25 Y + U X+ (U . X + Uy XY +U, 2 Y)
3 2 2 3
+(U, . X Uy XY U XY +u1y3y) 1}
3 2 2 3

XU +2yX Uyeye +3y°X Uy +4y Uy .

R, —x
4 3 2,,2 3 4

+7[ (U, . X FUL XY U XY U XY U LY ) ]}

x*u

+

{ x'u,

2x*

3 ' 2,2, 3., 4
+ X yU2><3y + X7y Uz)<2y2 + Xy l.IZ)<y3 +Yy U2y4

3 2,2 3 4
, +2yX Uy o2 +3y° X7 U, 5 +4Xy Uy, +5y Uy

3x*

R,
R, —x

5 4 3,,2 2,,3 4 5
+7[ (U X7+ U XY U s XY U XEY U Xy U Y°) 1}

y3

+

5 4 ! 3,2,/ 2,3 ' 4 5
{ X°u, s +x YUy, XY Uy XY Uy XY U, L+ YU,

5 4 2,3 2.,3 4
+X uaxsy +2yX u3x4y2 +3y°X u3X3y3 +4x°y u3xzy4 +5xy"u

R

R, —x

5
a8 +6y Uy e

+

6 ' 5 ! 4,2 3,3 ,, 2,4 5 6
1 XU XY o+ X YU XY U s XY U XY YU

6 5 4.,2 3,,3 2,,4 5 6
+7[ (U, Xx° +u SOV H UL XY U XY U XEY U XY U YY) ]}

1°

Appendix D: A Gamma matrix elemei

Az elemeket a FORTRAN program egy részletével mutatjuk be.
A keresztmetszet koordinatai X és y, a bel6luk szamitott rh=R1/(R1-x), rhprl=rh/rl.

Prizmatikus tarténal r1=1.d+15, tau=0.d0, r0=0.d0, rh=1, rhpr1=0

A matrixok méretei:

b(6,16), gh21(6,9), gh22(6,9), gh31(6,12), gh32(6,12),

gh41(6,10), gh42(6,5), gh43(6,10), gh44(6,5), gh51(6,10), gh52(6,8), gh53(6,10), gh54(6,8),
gh61(6,10), gh62(6,11), gh63(6,10) ,gh64(6,11)

¢ G1 matrix
b(3,1)=-rh/rl
b(3,6)=rh
b(3,9)=y*rh/r1
b(3,10)=y*rh
b(3,11)=-x*rh
b(5,2)=-rh*tau
b(5,3)=rh/r1
b(5,4)=rh
b(5,7)=b(3,9)
b(5,8)=-(1.d0+rh*x/r1)
b(5,9)=-rh*tau*x
b(5,12)=-rh*y
b(6,1)=rh*tau
b(6,5)=rh
b(6,7)=1.d0
b(6,9)=-rh*tau*y
b(6,12)=rh*x
b(1,13)=1.
b(2,14)=1.

(C2)



b(3,13)=-x*rh/r1
b(5,14)=-rh*tau*y
b(5,15)=rh*x
b(6,13)=rh*tau*x
b(6,16)=rh*y

¢ A h2 modellhez sziikséges Gh21 matrix
gh21(1,1)=2.d0*x
gh21(1,2)=y
gh21(2,5)=x
gh21(2,6)=2.d0*y
gh21(3,1)=-rhprl*x**2
gh21(3,2)=-rhprl*x*y
gh21(3,3)=-rhprl*y**2
gh21(4,2)=x
gh21(4,3)=2.d0*y
gh21(4,4)=2.d0*x
gh21(4,5)=y
gh21(5,4)=-rh*tau*x**2
gh21(5,5)=-rh*tau*x*y
gh21(5,6)=-rh*tau*y**2
gh21(5,7)=rhprl*x**2+2.d0*x
gh21(5,8)=rhprl*x*y+y
gh21(5,9)=rhprl*y**2
gh21(6,1)=rh*tau*x**2
gh21(6,2)=rh*tau*x*y
gh21(6,3)=rh*tau*y**2
gh21(6,8)=x
gh21(6,9)=2.d0*y

¢ Gh22 matrix
gh22(3,7)=rh*x**2
gh22(3,8)=rh*x*y
gh22(3,9)=rh*y**2
gh22(5,1)=rh*x**2
gh22(5,2)=rh*x*y
gh22(5,3)=rh*y**2
gh22(6,4)=rh*x**2
gh22(6,5)=rh*x*y
gh22(6,6)=rh*y**2

¢ A h3 modellhez is sziikséges Gh31 matrix
gh31(1,1)=3.d0*(x**2)
gh31(1,2)=2.d0*x*y
gh31(1,3)=y**2
gh31(2,6)=x**2
gh31(2,7)=2.d0*x*y
gh31(2,8)=3.d0*(y**2)
gh31(3,1)=-rhprl1*(x**3)
gh31(3,2)=-rhprl*(x**2)*y
gh31(3,3)=-rhprl*(y**2)*x
gh31(3,4)=-rhprl1*(y**3)
gh31(4,2)=x**2
gh31(4,3)=2.d0*x*y
gh31(4,4)=3.d0*(y**2)
gh31(4,5)=3.d0*(x**2)
gh31(4,6)=2.d0*x*y
gh31(4,7)=y**2
gh31(5,5)=-rh*tau*(x**3)
gh31(5,6)=-rh*tau*(x**2)*y



gh31(5,7)=-rh*tau*x*(y**2)
gh31(5,8)=-rh*tau*(y**3)
gh31(5,9)=rhpr1*(x**3)+3.d0*(x**2)
gh31(5,10)=rhprl*(x**2)*y+2.d0*x*y
gh31(5,11)=rhprl*(y**2)*x+(y**2)
gh31(5,12)=rhpr1*(y**3)
gh31(6,1)=rh*tau*(x**3)
gh31(6,2)=rh*tau*(x**2)*y
gh31(6,3)=rh*tau*x*(y**2)
gh31(6,4)=rh*tau*(y**3)
gh31(6,10)=(x**2)
gh31(6,11)=2.d0*x*y
gh31(6,12)=3.d0*(y**2)

¢ Gh32 matrix
gh32(3,9)=rh*(x**3)
gh32(3,10)=rh*(x**2)*y
gh32(3,11)=rh*x*(y**2)
gh32(3,12)=rh*(y**3)
gh32(5,1)=rh*(x**3)
gh32(5,2)=rh*(x**2)*y
gh32(5,3)=rh*x*(y**2)
gh32(5,4)=rh*(y**3)
gh32(6,5)=rh*(x**3)
gh32(6,6)=rh*(x**2)*y
gh32(6,7)=rh*x*(y**2)
gh32(6,8)=rh*(y**3)

¢ A h4 modellhez is szlikséges Gh41 matrix
gh41(1,1)=4.d0*(x**3)
gh41(1,2)=3.d0*(x**2)*y
gh41(1,3)=2.d0*x*(y**2)
gh41(1,4)=y**3
gh41(2,7)=x**3
gh41(2,8)=2.d0*(x**2)*y
gh41(2,9)=3.d0*x*(y**2)
gh41(2,10)=4.d0*(y**3)
gh41(3,1)=-rhprl*(x**4)
gh41(3,2)=-rhprl*(x**3)*y
gh41(3,3)=-rhprl*(y**2)*(x**2)
gh41(3,4)=-rhprl*x*(y**3)
gh41(3,5)=-rhpri*(y**4)
gh41(4,2)=x**3
gh41(4,3)=2.d0*(x**2)*y
gh41(4,4)=3.d0*x*(y**2)
gh41(4,5)=4.d0*(y**3)
gh41(4,6)=4.d0*(x**3)
gh41(4,7)=3.d0*(x**2)*y
gh41(4,8)=2.d0*(y**2)*x
gh41(4,9)=y**3
gh41(5,6)=-rh*tau*(x**4)
gh41(5,7)=-rh*tau*(x**3)*y
gh41(5,8)=-rh*tau*(x**2)*(y**2)
gh41(5,9)=-rh*tau*x*(y**3)
gh41(5,10)=-rh*tau*(y**4)
gh41(6,1)=rh*tau*(x**4)
gh41(6,2)=rh*tau*(x**3)*y
gh41(6,3)=rh*tau*(x**2)*(y**2)
gh41(6,4)=rh*tau*x*(y**3)
gh41(6,5)=rh*tau*(y**4)



¢ Gh42 matrix
gh42(5,1)=rhprl*(x**4)+4.d0*(x**3)
gh42(5,2)=rhprl*(x**3)*y+3.d0*(x**2)*y
gh42(5,3)=rhprl*(x**2)*(y**2)+2.d0*x*(y**2)
gh42(5,4)=rhprl*x*(y**3)+(y**3)
gh42(5,5)=rhprl*(y**4)
gh42(6,2)=x**3
gh42(6,3)=2.d0*(x**2)*y
gh42(6,4)=3.d0*x*(y**2)
gh42(6,5)=4.d0*(y**3)

¢ Gh43 matrix
gh43(5,1)=rh*(x**4)
gh43(5,2)=rh*(x**3)*y
gh43(5,3)=rh*(x**2)*(y**2)
gh43(5,4)=rh*x*(y**3)
gh43(5,5)=rh*(y**4)
gh43(6,6)=rh*(x**4)
gh43(6,7)=rh*(x**3)*y
gh43(6,8)=rh*(x**2)*(y**2)
gh43(6,9)=rh*x*(y**3)
gh43(6,10)=rh*(y**4)

¢ Gh44 matrix
gh44(3,1)=rh*(x**4)
gh44(3,2)=rh*(x**3)*y
gh44(3,3)=rh*(x**2)*(y**2)
gh44(3,4)=rh*x*(y**3)
gh44(3,5)=rh*(y**4)

¢ A h5 modellhez is sziikséges Gh51 matrix
gh51(1,1)=5.d0*(x**4)
gh51(1,2)=4.d0*(x**3)*y
gh51(1,3)=3.d0*(x**2)*(y**2)
gh51(1,4)=2.d0*x*(y**3)
gh51(1,5)=(y**4)
gh51(2,8)=x**4
gh51(2,9)=2.d0*(x**3)*y
gh51(2,10)=3.d0*(x**2)*(y**2)
gh51(3,1)=-rhprl*(x**5)
gh51(3,2)=-rhprl*(x**4)*y
gh51(3,3)=-rhprl*(y**2)*(x**3)
gh51(3,4)=-rhprl*(x**2)*(y**3)
gh51(3,5)=-rhprl*x*(y**4)
gh51(3,6)=-rhprl*(y**5)
gh51(4,2)=x**4
gh51(4,3)=2.d0*(x**3)*y
gh51(4,4)=3.d0*(x**2)*(y**2)
gh51(4,5)=4.d0*x*(y**3)
gh51(4,6)=5.d0*(y**4)
gh51(4,7)=5.d0*(x**4)
gh51(4,8)=4.d0*(x**3)*y
gh51(4,9)=3.d0*(y**2)*(x**2)
gh51(4,10)=2.d0*x*(y**3)
gh51(5,7)=-rh*tau*(x**5)
gh51(5,8)=-rh*tau*(x**4)*y
gh51(5,9)=-rh*tau*(x**3)*(y**2)
gh51(5,10)=-rh*tau*(x**2)*(y**3)
gh51(6,1)=rh*tau*(x**5)
gh51(6,2)=rh*tau*(x**4)*y



gh51(6,3)=rh*tau*(x**3)*(y**2)
gh51(6,4)=rh*tau*(x**2)*(y**3)
gh51(6,5)=rh*tau*x*(y**4)
gh51(6,6)=rh*tau*(y**5)

¢ Gh52 matrix
gh52(2,1)=4.d0*x*(y**3)
gh52(2,2)=5.d0*(y**4)
gh52(4,1)=(y**4)
gh52(5,1)=-rh*tau*x*(y**4)
gh52(5,2)=-rh*tau*(y**5)
gh52(5,3)=rhpr1*(x**5)+5.d0*(x**4)
gh52(5,4)=rhprl*(x**4)*y+4.d0*(x**3)*y
gh52(5,5)=rhpr1*(x**3)*(y**2)+3.d0*(x**2)*(y**2)
gh52(5,6)=rhprl*(x**2)*(y**3)+2.d0*x*(y**3)
gh52(5,7)=rhprl*x*(y**4)+(y**4)
gh52(5,8)=rhprl*(y**5)
gh52(6,4)=x**4
gh52(6,5)=2.d0*(x**3)*y
gh52(6,6)=3.d0*(x**2)*(y**2)
gh52(6,7)=4.d0*x*(y**3)
gh52(6,8)=5.d0*(y**4)

¢ Gh53 matrix
gh53(5,1)=rh*(x**5)
gh53(5,2)=rh*(x**4)*y
gh53(5,3)=rh*(x**3)*(y**2)
gh53(5,4)=rh*(x**2)*(y**3)
gh53(5,5)=rh*x*(y**4)
gh53(5,6)=rh*(y**5)
gh53(6,7)=rh*(x**5)
gh53(6,8)=rh*(x**4)*y
gh53(6,9)=rh*(x**3)*(y**2)
gh53(6,10)=rh*(x**2)*(y**3)

¢ Gh54 matrix

gh54(6,1)=rh*x*(y**4)
gh54(6,2)=rh*(y**5)
gh54(3,3)=rh*(x**5)
gh54(3,4)=rh*(x**4)*y
gh54(3,5)=rh*(x**3)*(y**2)
gh54(3,6)=rh*(x**2)*(y**3)
gh54(3,7)=rh*x*(y**4)
gh54(3,8)=rh*(y**5)

¢ A h6 modellhez is sziikséges Gh61 matrix
gh61(1,1)=6.d0*(x**5)
gh61(1,2)=5.d0*(x**4)*y
gh61(1,3)=4.d0*(x**3)*(y**2)
gh61(1,4)=3.d0*(x**2)*(y**3)
gh61(1,5)=2.d0*x*(y**4)
gh61(1,6)=y**5
gh61(2,9)=x**5
gh61(2,10)=2.d0*(x**4)*y
gh61(3,1)=-rhprl*(x**6)
gh61(3,2)=-rhprl*(x**5)*y
gh61(3,3)=-rhprl*(y**2)*(x**4)
gh61(3,4)=-rhprl*(x**3)*(y**3)
gh61(3,5)=-rhprl*(x**2)*(y**4)
gh61(3,6)=-rhprl*x*(y**5)



gh61(3,7)=-rhprl*(y**6)
gh61(4,2)=x**5
gh61(4,3)=2.d0*(x**4)*y
gh61(4,4)=3.d0*(x**3)*(y**2)
gh61(4,5)=4.d0*(x**2)*(y**3)
gh61(4,6)=5.d0*x*(y**4)
gh61(4,7)=6.d0*(y**5)
gh61(4,8)=6.d0*(x**5)
gh61(4,9)=5.d0*(x**4)*y
gh61(4,10)=4.d0*(y**2)*(x**3)
gh61(5,8)=-rh*tau*(x**6)
gh61(5,9)=-rh*tau*(x**5)*y
gh61(5,10)=-rh*tau*(x**4)*(y**2)
gh61(6,1)=rh*tau*(x**6)
gh61(6,2)=rh*tau*(x**5)*y
gh61(6,3)=rh*tau*(x**4)*(y**2)
gh61(6,4)=rh*tau*(x**3)*(y**3)
gh61(6,5)=rh*tau*(x**2)*(y**4)
gh61(6,6)=rh*tau*x*(y**5)
gh61(6,7)=rh*tau*(y**6)

¢ Gh62 matrix
gh62(2,1)=3.d0*(x**3)*(y**2)
gh62(2,2)=4.d0*(x**2)*(y**3)
gh62(2,3)=5.d0*x*(y**4)
gh62(2,4)=6.d0*(y**5)
gh62(4,1)=3.d0*(x**2)*(y**3)
gh62(4,2)=2.d0*x*(y**4)
gh62(4,3)=y**5
gh62(5,1)=-rh*tau*(x**3)*(y**3)
gh62(5,2)=-rh*tau*(x**2)*(y**4)
gh62(5,3)=-rh*tau*x*(y**5)
gh62(5,4)=-rh*tau*(y**6)
gh62(5,5)=rhprl1*(x**6)+6.d0*(x**5)
gh62(5,6)=rhprl*(x**5)*y+5.d0*(x**4)*y
gh62(5,7)=rhprl*(x**4)*(y**2)+4.d0*(x**3)*(y**2)
gh62(5,8)=rhprl1*(x**3)*(y**3)+3.d0*(x**2)*(y**3)
gh62(5,9)=rhprl*(x**2)*(y**4)+2.d0*x*(y**4)
gh62(5,10)=rhprl1*x*(y**5)+y**5
gh62(5,11)=rhprl1*(y**6)
gh62(6,6)=x**5
gh62(6,7)=2.d0*(x**4)*y
gh62(6,8)=3.d0*(x**3)*(y**2)
gh62(6,9)=4.d0*(x**2)*(y**3)
gh62(6,10)=5.d0*x*(y**4)
gh62(6,11)=6.d0*(y**5)

¢ Gh63 matrix
gh63(5,1)=rh*(x**6)
gh63(5,2)=rh*(x**5)*y
gh63(5,3)=rh*(x**4)*(y**2)
gh63(5,4)=rh*(x**3)*(y**3)
gh63(5,5)=rh*(x**2)*(y**4)
gh63(5,6)=rh*x*(y**5)
gh63(5,7)=rh*(y**6)
gh63(6,8)=rh*(x**6)
gh63(6,9)=rh*(x**5)*y
gh63(6,10)=rh*(x**4)*(y**2)



¢ Gh64 matrix
gh64(3,5)=rh*(x**6)
gh64(3,6)=rh*(x**5)*y
gh64(3,7)=rh*(x**4)*(y**2)
gh64(3,8)=rh*(x**3)*(y**3)
gh64(3,9)=rh*(x**2)*(y**4)
gh64(3,10)=rh*x*(y**5)
gh64(3,11)=rh*(y**6)
gh64(6,1)=rh*(x**3)*(y**3)
gh64(6,2)=rh*(x**2)*(y**4)
gh64(6,3)=rh*x*(y**5)
gh64(6,4)=rh*(y**6)

¢ Gamma6 matrix

do i=1,6

do j=1,166

if (j.1e.16) gglh6(i,j)=b(i,j)
chl

if (j.ge.17.and.j.le.25) gg1h6(i,j)=gh21(i,j-16)

if (j.ge.26.and.j.le.34) gg1h6(i,j)=gh22(i,j-25)
ch2

if (j.ge.35.and.j.le.46) gglh6(i,j)=gh31(i,j-34)

if (j.ge.47.and.j.1e.58) gg1h6(i,j)=gh32(i,j-46)
ch3

if (j.ge.59.and.j.le.68) gg1h6(i,j)=gh41(i,j-58)

if (j.ge.69.and.j.le.73) gg1h6(i,j)=gh42(i,j-68)

if (j.ge.74.and.j.1e.83) gg1h6(i,j)=gh43(i,j-73)

if (j.ge.84.and.j.1e.88) gg1h6(i,j)=gh44(i,j-83)
chd

if (j.ge.89.and.j.le.98) gg1h6(i,j)=gh51(i,j-88)

if (j.ge.99.and.j.le.106) gg1h6(i,j)=gh52(i,j-98)

if (j.ge.107.and.j.le.116) gg1h6(i,j)=gh53(i,j-106)

if (j.ge.117.and.j.le.124) gg1h6(i,j)=gh54(i,j-116)
chs

if (j.ge.125.and.j.le.134) gg1h6(i,j)=gh61(i,j-124)

if (j.ge.135.and.j.le.145) gg1h6(i,j)=gh62(i,j-134)

if (j.ge.146.and.j.le.155) gg1h6(i,j)=gh63(i,j-145)

if (j.ge.156.and.j.le.166) gg1h6(i,j)=gh64(i,j-155)
c hé

enddo

enddo

A c hj val jellemzet sorig a hj hierarchikus modell gamma matrixat kapjuk meg. Példaul a ¢ h3 al kijel6lt Gamma

matrix I ; (6,58) méretii lesz.



