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OSSZEFOGLALAS (ABSTRACT). The present
paper deals with the Saint-Venant torsion of non-
homogeneous Cartesian anisotropic elliptical
cross section. Closed form formulae are given for
the torsion function, shearing stresses,torsional ri-
gidity and warping rigidity. The dependence of
the torsion function, shearing stresses, torsional ri-
gidity and warping rigidity from the directions of
principal axis of orthotropy are also analysed.
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1. BEVEZETES

Az 1. abra szemlélteti a vizsgalat targyat képezo
rugalmas anizotrop, inhomogén anyagu tomor
ellipszis keresztmetszetli rudat.
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1. dbra. Tomér ellipszis keresztmetszetii rugalmas rud

Az ellipszis keresztmetszet hatargorbéjének
egyenlete az Oxy keresztszeti koordinata-

rendszerben
2 2
Xy
a’ b?
ahol a és baz ellipszis fétengelyeinek hosszat
jeloli. Ismeretes, hogy anizotrop Keresztmetszetre

a Hooke torvény szerint, a 7,,, 7, csusztatd

fesziltsegek a y,,, 7, nyirasi alakvaltozasok

kapcsolatat az alabbi egyenletek fjak le

[1,2,3,4,6]
T = A:,s(xi y)}/xz + AAS(X! y)}/yz’

2
Tyz = A45 (X’ y) }/xz + ASS(X’ y)yyz'
ahol A, A, A; az anizotrop, inhomogén
rugalmas anyaghh r1id nyirasi rugalmassagi
allandéi. A tanulmany az alabbi tipust
inhomogenitassal foglalkozik
Xt y? -

illetve a, =a,.Itt f egy tetszdleges legalabb
egyszer folytonosan differencialhatd pozitiv
értékii  egyvaltozos  fiiggvény, tovabba f
dimenziétlan. Ismeretes, hogy [5,7]

ow ow
}/xz_g(&_ijyyz_(a_kxj’ (4)

ahol g a  keresztmetszetek  fajlagos
elesavarodasat jeloli, [9]=rad/m, w=(xy)
pedig az ellipszis keresztmetszet csavarasi

fliggvénye. A fajlagos elcsavarodas és az
alkalmazott csavaronyomaték kapcsolatat a

T=9S (5)
egyenlet irja le, ahol S a keresztmetszet csavarasi
merevsége [1,2,34]. Jelen feladatra a mechanikai

egyensuly egyenletei az alabbi alakban irhatok
[6,7]:

0
aT—Xz+i=0 (x,y) e A,
OX oy (6)
T N +7,n, =0 (X,y) €A,
T= J‘(Xryz - ysz)dA' (7)
A

ahol A azellipszis alakil tartomanyt, 0A pedig az
A tartomany hatargorbéjét jeloli, valamint n, ,

n, az ellpszis alakil hatargérbe normalis

y
vektoranak a koordinatait jeloli.
szamolassal igazolhat6, hogy

n :ai n = (X, y) € OA, (8)

Egyszerii



2 2 .
ahol n, +n;#1. A (2), (3) és (6) egyenletek

kombinalasaval kapjuk a csavarasi fliggvényt
meghatarozo peremérték feladatot:

X2 y? 0w o’w oo
f ¥+F a55§+2a45M+a44W +

(10)
g{ (%i) yj+a44(a H 0, (x,y)€0oA
A (9) egyenletben alkalmaztuk az f (/1)—%

jelolést. Kozvetlen behelyettesitéssel igazolhato,
hogy a fenti Neumann tipusu peremértékfeladat
megolddsa az alabbi fiiggvény

a55b2 —a44a2 X
aSSbZ + a44a'2

s 202 _ g2\2
e ~(b°x* —a’y*)+C.
Itt C egy tetszéleges allando, értéke a rad z
tengely iranyu merevtestszerli eltolodasaval
kapcsolatos, értéke onkényesen megvalaszthato,
nincs hatassal a rud deformacidjara. Jelen
dolgozatban C =0 valasztast hasznaljuk. A (2),
(4) és (10) egyenletekbdl nyerjik a csusztatd
fesziiltségeket

—_29f ( x? y2 j 84,855 — 835 .y
b2 b? '
axb” +a,,a’°

o = 291 [ XZ b—j}“‘t‘ﬁss—zx
a55 +a’44a

o(X,y) =
(11)

(12)

Az (5) és (7) egyenletek felhasznalasava kapjuk
az S csavarasi merevség képletét

=47zm ab? j 2 F(2)dA. (13)

2
a55b + a44a

A (13) képlet levezetésénél az alabbi koordinata-
transzformaciot hasznaltuk

X = Aacost, y = Absint,
dA=AabdAdt,0<A1<1 0<t<27.
Homogén anizotrop keresztmetszetre azt kapjuk a
(13) képletbdl, hogy
S = Q4855 — aZs abir (15)
a55b2 + a‘44a2 '

(14)

hiszen ez esetben f(1)=1 0<A<l. A
vonatkozd irodalom [2,3.4,7] a (13) formulat
homogén anizotrop keresztmetszet esetében a
csavarasi feladat Prandtl fesziiltség fliggvényére
épitett megoldasabol vezetile a

55 84

k e ———— k i —— 16
. 8,855 — afs > A,,855 — afs ( )
nyirasi hajlékonysagi egyiitthatok fiiggvényében
313
__abr (17)
k,b™ +ka
alakban.

2. CSAVARASI MEREVSEG ELEMZESE

2.1. Feladat az adott teriiletli azon anizotrop
ellipszis  keresztmetszet geometriai adatainak
meghatdrozdsa, amelyekhez a  maximalis
csavarasi merevség tartozik. E feladat megol-
dasahoz az alabbi  sz€lséérték  probléma
kapcsolodik, keresendd

44a55 45 ~3b F
a,b? +a,,a’

max A
) (18)
Ay 855 — s

- ~a’b’F
a;h° +a,a

A

megoldasa, feltéve, hogy abz=A, aholA a
keresztmetszeti teriilet értékét jelol. A (18)
egyenletbe bevezettiik az

F :j f (1)2%A. (19)

jelijlést. A fenti szEIs6érték probléma megoldasa

\/7 Za
V i
a,,85

smax - T /_) F.
a44a55 7
A (20);, képletek segitségével igazolhatd, hogy
jelen esetben

(20)

oy = 222V —2)

2a44a55
:—zgf 44 44 55 B ,
- K e ] } n @
2 a55 2 a44 aMaSEy - a45
T, =9f|| X ,—+y ’— —|—/—x
’ |:{ a44 a55 )7[} a55

2.2. Igen egyszerii képlet fejezi ki a csavarasi
merevseg ¢s az ellipszis keresztmetszet sulyponti

X,y f6tengelyeire szamitott J, és J,

masodrendii nyomatékainak a kapcsolatat



__ My (a5 -2l ) F (22)
aSS‘]x+a44‘]y e * .
Itt felhasznaltuk, hogy
3 3
\]Xzﬂm \]y:a_bm (23)
4 4

A (22) Kképletet homogén izotrop ellipszis
keresztmetszetre  (a,, =ag, a,, =0, F =0,25)
Nikolai vezette le 1906-ban [6].

2.3. Jelolle az orthotop inhomogén ellipszis
keresztmetszetli riid orthotropiai féiranyait az

e, =Cosge, +singe, ,
e, =—singe, +cosge,, (24)
e, =€,

egységvektor harmas,ahol e, e ,e,az X, y ész

tengelyek iranyaba mutatd egységvektorokat
jelolnek (2. abra).

2. abra. Othotropiai féiranyok az xy sikban
Ismeretes, hogy jelen esetben a nyirdsi
merevségek az alabbi alakban adhatok mega G,
és G,; cslsztatd rugalmassdgi moduluszok és
orthotropia  fbiranyat
fiiggvényében [2,3]

megadd @  sz0g

a (p) =G, cos° o + G, sin’ o,
a,,(p) =G sin 9 + G,, cos® o, (25)
a,5(9) =(Gy; — G, )cosgsin .
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3. abra. S(p)!F fiiggvény szemléltetése

A kovetkezdkben az alabbi numerikus adatokkal
szamolunk:

G, =8x10°Pa, G,, =2,5x10° Pa,
a=0,045m, b=0,02m.

8e-11 T T
7e-11 ” »
6e-11
Se-11
Co de-ll[rofee
[m*] 3e-11

2e-11

le-11

0 H ‘
0 n 2n

4. abra. C (@) fiiggvény szemléltetése

A 3. abra szemllteti a csavardsi merevséget
(S(p)/F), mint a ¢ valtozo fiiggvényét. Jelen
feladatban

S% _ 22174,60618 Nm?,

(26)

S% —10652,1909 Nm”.

2.4. Igen fontos keresztmetszeti jellemzd, a
keresztmetszet vetemedési merevsége, ertékét az
alabbi integral definialja

C,(9) =@ (x,y,p)dA 27

A C, =C_ (p) fuggvény gorbéjét a 4. abra
szemlélteti az el6zéekben hasznalt numerikus
adatokkal szamolva.

3. CSUSZTATO FESZULTSEGEK

Az eléz0 fejezet adatait hasznaljuk a csusztatd
fesziiltségekhez kapcsolodo abrak
megrajzolasahoz, kiegészitve a 9=1,5x10"rad
és f(1)=exp(at), « =0,5 adatokkal.

crer

hasznaljuk

7, (A1, 0) =
42
29O O P
0<4<] 0<t,p< 2,
T, (A,t,0) =
a2
291 (1) a;::zo);;; (f;M ?;");(/2)) Aacost, (29)

0<A<] 0Lt,p< 2,

Az 5. abra a 7,(A4,7/2,p), a 6. abra pedig a

7,(1.0,¢) 0<2<1, (i=1..,4), ¢, =0, (,,2:%

T T

¢3=§’¢4=E

szemlélteti.

fliggvények grafikonjait



6. KOVETKEZTETESEK

A dolgozat targyat inhomogén, anizotrop
rugalmas anyagu ellipszis keresztmetszetli rud
Saint-Venant csavarasifeladata alkotja. Altalinos
anizotropiat feltételezve megadja a csavarasi
feladat csavarasi (vetemedési) fiiggvényét, a
csusztatd fesziiltségek és csavarasi, valamint a
vetemedési merevség képleteit. Meghatarozasra
keriilnek az adott teriilleti és nyirasi
merevségekkel rendelkezd maximalis csavarasi
merevséget adod keresztmetszet geometriai
méretei. Az orthotrop keresztmetszet esetén a
tanulmany részletesen elemzi a csavarasi feladat
mechanikai jellemzéinek ¢és az orthotropia
féiranyainak a kapcsolatat.
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5. dbra. t,,(A, 712, ¢.) szemléltetése.
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